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Notation
Allgemein
a, a Skalar bzw. Tensor 0. Stufe
a Vektor bzw. Tensor 1. Stufe
A Matrix bzw. Tensor 2. Stufe
A Tensor 4. Stufe
a Quaternion
AT Transponierte Matrix A
a⊗ b Dyadisches Produkt
ab, a · b Skalarprodukt
a× b Kreuzprodukt
A ·B einfach verju¨ngendes Produkt, im Sonderfall Skalarprodukt
A : B zweifach verju¨ngendes Produkt
|a| Betrag von a
||a|| Euklidische Norm von a
da Differential von a
∂
∂a
Partielle Ableitung nach a
∂2
∂a2
Zweite partielle Ableitung nach a
a˙ Zeitableitung von a
∆ Inkrement
a ∝ b a proportional zu b
f(a, a) Funktion von a und a
O Ordnung
R Reelle Zahlen
H HAMILTON Zahlen
1
Indizes - Tiefgestellt
abs absolut
af Außenfla¨che
ak Außenkante
bc Randbedingung
c Kontakt
d Da¨mpfer
DP DRUCKER-PRAGER
ef effektiv
ez Einheitszelle
f Faser
g Gravitation
gl global
i, j Partikel
k Feder
konti Kontinuum
kr kritisch
lo lokal
max maximal
min minimal
n, s, t Lokale Richtungen
okt Oktaeder
p Pra¨diktor
red reduziert
rel relativ
res resultierend
R RANKINE
sl Schlupf
u Bruch
wb Wasserbru¨cke
x, y, z Globale Richtungen
Indizes - Hochgestellt
ij Zugeho¨rig zu Partikel i und j
t Zeitpunkt
2
Skalare
a Kontaktfla¨chenradius
A Querschnittsfla¨che
c Koha¨sion
C Kontakt
Cˆ Elastizita¨tstensoreintrag
d Da¨mpfungskonstante
e Energiedichte
E Elastizita¨tsmodul
f Kraft
G Schubmodul
I1 1. Invariante I1(σ) = spur(σ)
I2 2. Invariante I2(σ) =
1
2
(
σT : σ − spur(σ)2)
J2 2. Invariante des Deviators
k Federsteifigkeit
l, b, h Abmessungen
lc Abstand zwischen zwei Partikeln
m Moment
m Masse
q0, . . . q3 Reelle Anteile einer Quaternion
r Radius
s Schlupf
t Zeitpunkt
u, v,w Verschiebungen
W Widerstandsmoment
α Drehwinkel des lokalen Koordinatensystems
α1 Faktor fu¨r die kritische Zeitschrittweite
αd LEHR’sches Da¨mpfungsmaß
αεn, αεs Modellparameter des Bruchkriteriums
αh Da¨mpfungsmaß fu¨r den HERTZ-MINDLIN Kontakt
αm Faktor der Biegemoden am Versagenskriterium
γ Schubverzerrung
δ Relativverschiebung
∆t Zeitschrittweite
 Fehler
ζ Faktor
3
θ Stabendverdrehung
µ Reibbeiwert
µs Mittelwert
ν Querdehnzahl
Π Forma¨nderungsenergie
σ Spannung
σs Standardabweichung
ϕ Winkel
φ innerer Reibungswinkel
ω Winkelgeschwindigkeit
Vektoren
b Richtungsvektor Randbedingung
e Lokaler Richtungsvektor
f Kraftvektor
i, j,k Basisvektoren des R3
m Momentenvektor
p Lastvektor
q Vektoranteil einer Quaternion
u Drehachse des lokalen Koordinatensystems
v Verschiebungsfreiwerte
x Position
x˙ Geschwindigkeit
x¨ Beschleunigung
Matrizen
I Identita¨tsmatrix
K Steifigkeitsmatrix
M Massenmatrix
R Rotationsmatrix
T Transformationsmatrix zur Reduktion der Freiwerte ε Verzerrungstensor
Θ Tra¨gheitsmatrix
σ Spannungstensor
C Elastizita¨tstensor
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Kurzfassung
Normal- und Hochleistungsbeton sowie faserversta¨rkte Sonderbetone sind von großer
Bedeutung fu¨r das Bauwesen. Beton ist einer der meist verbauten Baustoffe und
zeichnet sich durch seine Vielseitigkeit sowie Wirtschaftlichkeit aus. Insbesondere
der Zuschlag von Fasern und die Verbesserung der Faserverbundwirkungen in Hoch-
leistungsbetonen ermo¨glichen immer neue Anwendungsgebiete und machen den Bau-
stoff vielseitig verwendbar.
In der vorliegenden Arbeit erfolgt die Beschreibung des komplexen Materialverhal-
tens von Beton mit der Diskrete Elemente Methode (DEM), um die Scha¨digung
von der makroskopischen Betrachtungsweise auf die mikroskopische Ebene konsi-
stent herstellen zu ko¨nnen. Die Aufteilung von Strukturen in diskrete Partikel er-
mo¨glicht eine diskontinuierliche Beschreibung von Kontinua. Die makroskopischen
Materialeigenschaften ko¨nnen u¨ber einen Vergleich von Energiedichten analytisch
in die Modellparameter der DEM u¨berfu¨hrt werden. Eine verbesserte Einheitszelle
von Partikeln in der kubisch dichtesten Packungslage ermo¨glicht die Modellierung
isotroper Materialien unter großen Verschiebungen und Rotationen mit der DEM.
Beton ist ein spro¨der Werkstoff, der zu Rissbildung und Bruchversagen neigt. Die
ra¨umlich diskontinuierliche Formulierung mit der DEM erlaubt, dass das Berech-
nungsgebiet wa¨hrend der Simulation getrennt werden kann. Ein Versagenskriterium
fu¨r initial verbundene Kontakte, basierend auf der Begrenzung lokaler Verzerrun-
gen, ist in das vorhandene DEM Modell implementiert, um das materialspezifische
Aufbrechen bzw. Reißen des Betons zu beru¨cksichtigen. Das diskrete Modell ist
dahingehend erweitert, dass Faserzuschla¨ge beru¨cksichtigt werden ko¨nnen. Die phy-
sikalischen Eigenschaften von Fasern und deren Verbund in der Betonmatrix sind
in einem rheologischen Element zusammengefasst und in das bestehende Modell in-
tegriert. Die Simulation von ultrahochfestem Beton mit Faserzuschlag ist dargestellt.
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1 Einleitung
Beton ist der am ha¨ufigsten verwendete Baustoff im konstruktiven Ingenieurbau.
Aufgrund seiner Vielseitigkeit in der Anwendung sowie einer guten Wirtschaftlich-
keit kommt Beton in fast allen Anwendungsgebieten zum Einsatz. Dem gegenu¨ber
steht ein sehr spro¨des Materialverhalten, was die Verwendung von Bewehrung in
zugbeanspruchten Teilen notwendig macht. Die Entwicklung neuer und innovativer
Betone hat in den letzten Jahren viele hochfeste (HPC) und ultrahochfeste (UHPC)
Varianten hervorgebracht. Diese Baustoffe haben eine extrem hohe Festigkeit, zei-
gen jedoch ein spro¨deres Versagensverhalten als Normalbetone. Das Material ver-
sagt schlagartig und ohne nennenswerte sichtbare Voranku¨ndigung. Stahlfasern als
Zuschla¨ge fu¨r hochfeste und ultrahochfeste Betone bieten die Mo¨glichkeit ein duk-
tileres Versagen von Bauteilen und Strukturen zu bewirken. Bei der Rissbildung
bildet sich ein komplexes Tragverhalten aus, in dem die Stahlfasern in der Lage sind
Zugspannungen aufzunehmen und Energie zu dissipieren. Sind die Fasern fest in die
Betonmatrix integriert und ist der Fasergehalt hoch genug, kann ein duktiles Bau-
teilversagen erreicht werden.
Fu¨r die Untersuchung von Materialien und Bauteilen sind grundsa¨tzlich experimen-
telle und rechnerische Verfahren denkbar. Experimentelle Untersuchungen sind ko-
stenintensiv oder technisch schwer umsetzbar. Es mu¨ssen demnach fu¨r viele Aufga-
benstellungen Simulationen durchgefu¨hrt werden, um die Standsicherheit von Trag-
werken nachweisen zu ko¨nnen. Rechnerische Verfahren lassen sich unterteilen in
analytische und numerische Lo¨sungsstrategien, wobei analytische Lo¨sungen in der
Regel nur fu¨r einfache Ingenieurmodelle oder bei komplexeren Aufgabenstellungen
fu¨r Sonderfa¨lle vorhanden sind. Die Auslegung komplexer Bauteile und Tragwerke
erfolgt aus diesen Gru¨nden heute auf Grundlage numerischer Berechnungen, wenn
analytische Lo¨sungen nicht existieren und experimentelle Untersuchungen unwirt-
schaftlich sind.
1.1 Motivation
Wirtschaftlichkeit hat beim Planen von Ingenieurkonstruktionen immer einen hohen
Stellenwert. Die effiziente Nutzung von Baumaterialien und eine hohe Ausnutzung
der materialspezifischen Reserven ist dabei unabdingbar. Zusa¨tzlich besteht ha¨u-
fig ein großes Interesse an schlanken und platzsparenden Bauteilen, was eine hohe
Festigkeit des Materials erfordert. Faserversta¨rkte Hochleistungsbetone haben eine
sehr hohe Festigkeit und ermo¨glichen zusa¨tzlich eine optimale Ausnutzung der Quer-
schnitte, wenn durch die Faserbewehrung eine ausreichende Duktilita¨t sichergestellt
werden kann. Die Erforschung und Verbesserung dieser neuen Werkstoffe ist von
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hohem Wert fu¨r die Ingenieurpraxis der Zukunft.
Die numerische Berechnung von Bauteilen oder Tragwerken unter mechanischer Be-
anspruchung erfolgt in der Regel mit der Finite Elemente Methode (FEM). Die FEM
ist eine verbreitete Methode in der Strukturmechanik, die vielseitig anwendbar ist,
jedoch die Kontinuita¨t der Struktur voraussetzt. Unstetigkeiten des Materials oder
der Struktur fu¨hren zu numerisch bedingten Ungenauigkeiten der Ergebnisse - Dis-
kontinuita¨ten der Struktur ko¨nnen nicht betrachtet werden.
Homogenisierungsstrategien bieten eine Mo¨glichkeit Heterogenita¨ten auf niedrigen
Skalen zu beru¨cksichtigen ohne die Unstetigkeiten im Lo¨sungsverfahren auswerten
zu mu¨ssen. Ansa¨tze wie die Extended Finite Element Methode (XFEM) erlauben
eine Simulation von nahezu diskontinuierlichen Strukturen, eine vollsta¨ndige Tren-
nung des Berechnungsgebietes ist jedoch nicht mo¨glich. Werkstoffe wie Beton neigen
jedoch zu Mirkorissbildung, Abplatzungen und spro¨dem Bruchversagen. Das Konti-
nuum wird getrennt, sodass Berechnungsgebiet wa¨hrend der Simulation nicht mehr
zusammenha¨ngend ist. Die Suche nach einem alternativen Lo¨sungsverfahren fu¨hrt
auf die Diskrete Elemente Methode (DEM) als ein Teil der Partikelmethoden. Die
Modellbildung erfolgt mit Hilfe von diskreten Partikeln, die keine Partikel im Sin-
ne von Kleinstteilchen darstellen, sondern Berechnungspunkte in LAGRANGE’scher
Betrachtungsweise. Die Methode unterteilt das Gebiet a priori in getrennte Berech-
nungsgebiete und eignet sich deshalb, um Trennungen des Kontinuums diskret ab-
zubilden.
Die Partikelmethoden sind im Bereich der Stro¨mungssimulationen mit der Smoo-
thed Particle Hydrodynamics (SPH) Methode bereits weit verbreitet und bilden ei-
ne Alternative zu der FEM, den BOLTZMANN-Methoden (LBM), den Finite Volumen
Verfahren - oder anderen Netzbasierten Methoden. Im Bereich der Festko¨rperme-
chanik gibt es bisher weniger Anwendungen mit Partikelbasierten Methoden.
Das komplexe Verformungsverhalten von high performance concrete (HPC) oder
ultra high performance concrete (UHPC) stellt große Herausforderungen an die
Modellentwicklung. Hochfestes und gleichzeitig extrem spro¨des Verhalten fu¨hrt zu
schlagartigem Bruchversagen von Bauteilen und Tragwerken. Faserversta¨rkungen
ko¨nnen ein duktileres Bauteilversagen erwirken, haben jedoch ein komplexes Trag-
verhalten im Verbund, wenn es zum Reißen des Betons kommt. Die auf der Mikro-
ebene heterogen verteilten Materialeigenschaften sind die Motivation fu¨r die Modell-
bildung mit der DEM.
1.2 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit
Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines Modells zur Beschreibung
der mechanischen Eigenschaften von Beton bzw. spro¨den Werkstoffen. Das Verhal-
ten der Materialien unter mechanischer Beanspruchung sowie das Bruchverhalten
soll untersucht und mit der DEM modelliert werden. Das Modell soll die makro-
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skopischen Materialeigenschaften des Kontinuums skalenunabha¨ngig abbilden und
belastbare Aussagen u¨ber das Verhalten der komplexen Baustoffe ermo¨glichen.
Die theoretische Grundlage fu¨r die Modellierung bildet die DEM. Ausgehend von der
urspru¨nglich von CUNDALL und STRACK [15] vorgestellten Methode fu¨r die Berech-
nung granularer Medien im zweidimensionalen Raum, wird ein Modell entwickelt,
dass die mechanischen Eigenschaften spro¨der Festko¨rper erfassen kann. Die makro-
skopischen Materialeigenschaften werden in die Modellparameter der DEM u¨ber-
fu¨hrt, indem die Forma¨nderungsenergie des Kontinuums mit der des diskreten Mo-
dells verglichen wird.
Rissbildungen, die zum Bruchversagen von Bauteilen fu¨hren ko¨nnen, werden im
Modell diskret beru¨cksichtigt. Die U¨berschreitung von Grenzwerten fu¨r die lokalen
Verzerrungen wird als Rissinitialisierung definiert. Die bei der Rissbildung freiwer-
dende Energie bleibt erhalten und wird vom umliegenden Material aufgenommen,
sodass die Rissfortpflanzung diskret beru¨cksichtigt werden kann.
Die Erweiterung des Modells um Stahlfaserzuschla¨ge ist erforderlich, um die bei der
Rissbildung freiwerdende Energie aufzunehmen und teilweise dissipieren zu ko¨nnen.
Die Fasern werden wie die Materialmatrix diskret und entsprechend ihrer Eigen-
schaften und des Verbundverhaltens mit dem Beton beru¨cksichtigt. Sie werden bei
der Rissbildung aktiviert und erwirken duktileres Bauteilverhalten. Das nichtlineare
elastisch-plastische Materialverhalten sowie Auszugbedingungen fu¨r die Fasern sind
im Modell beru¨cksichtigt.
Bei der Modellbildung wird neben der Erfassung physikalischer Pha¨nomene auch
Wert auf eine effiziente programmtechnische Umsetzung gelegt. ’So werden explizite
und semiexplizite Lo¨sungsschemata, die eine hohe Parallelisierbarkeit der Modell-
auswertung ermo¨glichen, eingesetzt.
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2 Diskrete Elemente Methoden fu¨r granulare
Medien
Die DEM wurde erstmalig 1979 von CUNDALL und STRACK [15] als Berechnungsme-
thode fu¨r granulare Medien vorgestellt. Neben vielen Anwendungsgebieten in der
Geotechnik ist das Verfahren grundsa¨tzlich skalenunabha¨ngig. Es ko¨nnen sowohl
Anwendungsgebiete in der Astronomie, als auch in der Molekulardynamik (MD) ge-
funden werden. In diesem Kapitel wird zuna¨chst die originale Methode dargestellt
und danach fu¨r den dreidimensionalen Fall erweitert bzw. verallgemeinert. Es han-
delt sich bei der DEM um eine Methode zur Berechnung der Bewegung diskreter
Punkte (Partikel) im Zeitbereich. Die Partikel sind ra¨umlich ausgedehnt, aber in
der Regel starr. Sie ko¨nnen wa¨hrend einer Simulation miteinander in Kontakt tre-
ten und sich wieder lo¨sen. Mit der Auswertung von Kontaktbedingungen zwischen
den Partikeln ko¨nnen verschiedene physikalische Pha¨nomene untersucht werden. Ei-
ne a¨ußere Verformung des Materials wird u¨ber die U¨berlappung der Partikel am
Kontaktpunkt erreicht.
Neben runden (2D) bzw. spha¨rischen Partikeln sind in den letzten Jahren auch
Modelle fu¨r komplexere Partikelgeometrien entwickelt worden, siehe z.B. CUNDALL
[14] oder ZHAO ET AL [90]. Der Berechnungsaufwand der Kontaktauswertung ist fu¨r
nichtrunde Partikel bedeutend ho¨her, sodass die Mehrzahl aller DEM Modelle runde
Partikel verwenden. In dieser Arbeit werden ebenfalls spha¨rische Partikel verwen-
det. Um andere Geometrien zu erzeugen, ko¨nnen Clusterstrukturen aus mehreren
Partikeln verwendet werden, siehe Kapitel 3.
Der Berechnungsablauf der DEM kann grundsa¨tzlich in drei Abschnitte unterteilt
werden und ist in Abbildung 2.1 veranschaulicht. Zuna¨chst werden alle Kontakte
zwischen den Partikeln und gegebenenfalls Randbedingungen ausgewertet. Hierfu¨r
sind seit 1979 eine Vielzahl von Kontaktmodellen entstanden, die unterschiedliche
Pha¨nomene beru¨cksichtigen. Eine Zusammenstellung von Kontaktmodellen liefern
zum Beispiel SHA¨FER ET AL in [72] oder PAULICK ET AL in [64]. Das urspru¨ngliche
Kontaktmodell fu¨r granulare Medien mit zwei Erweiterungen fu¨r koha¨sive Materia-
lien sowie ein weiteres nichtlineares Modell nach HERTZ und MINDLIN werden in den
folgenden Abschnitten vorgestellt.
Vor dem Auswerten der Kontakte ist es zuna¨chst notwendig mo¨gliche Kontakte zwi-
schen Partikeln aufzufinden. Da das Abfragen aller mo¨glichen Kontaktpaare schon
bei mittleren Partikelmengen zu einem sehr großem Berechnungsaufwand fu¨hrt, sind
Kontaktsuchalgorithmen entwickelt worden. Der in dieser Arbeit verwendete zwei-
stufige modifizierte Linked-Cell Algorithmus (LCA) wird in Abschnitt 2.7 erla¨utert.
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Auswerten von Kontakten
2. NEWTON’sches Gesetz
Lo¨sen der Bewegungsgleichung
Bild 2.1: Berechnungsablauf von Diskrete Elemente Methoden
Der zweite Berechnungsabschnitt ist das Lo¨sen des 2. NEWTON’schen Axioms. Aus
den Kontaktauswertungen resultieren in der Regel Kra¨fte, die auf die Partikel wirken
und u¨ber das 2. NEWTON’sche Axiom mit der Beschleunigung verknu¨pft sind. Es folgt
ein Anfangswertproblem fu¨r die Bewegungsgleichung, dessen Lo¨sung den letzten Teil
des Berechnungsablaufes darstellt. Die in dieser Arbeit verwendeten Verfahren wer-
den in Abschnitt 2.4 angegeben und analysiert.
2.1 Auswerten von Kontakten
Die Kontaktbedingungen zwischen zwei Partikeln sind Grundlage fu¨r jede Simula-
tion mit der DEM. Partikel ko¨nnen endlich großen Teilchen entsprechen, sind aber
ha¨ufig eher als Berechnungspunkte des umliegenden Materials zu verstehen. Mit
dem Kontaktmodell werden somit entweder die physikalischen Eigenschaften des
Kontaktes zweier Teilchen definiert oder die Eigenschaften des Materials abgebil-
det. In diesem Abschnitt wird das urspu¨ngliche Kontaktmodell nach CUNDALL und
STRACK fu¨r granulare Medien im 2D vorgestellt. Anschließend erfolgt die Erweite-
rung fu¨r eine Berechnung im 3D. In Kapitel 2.1.3 wird ein erweitertes nichtlineares
Kontaktmodell fu¨r granulare Medien nach HERTZ und MINDLIN gezeigt. Das nichtli-
neare Modell bietet den Vorteil, dass die lokalen Kontaktparameter direkt aus den
Materialparametern ermittelt werden. Das urspru¨ngliche Modell von CUNDALL und
STRACK hingegen entha¨lt Modellparameter, die an Experimente und die gewu¨nschten
Eigenschaften angepasst werden mu¨ssen.
2.1.1 Modell nach CUNDALL und STRACK
Ein Kontakt besteht immer zwischen zwei Partikeln i und j, die mit einem rheo-
logischen Element miteinander verknu¨pft sind. Das Element kann so gewa¨hlt wer-
den, dass die materialspezifischen Eigenschaften abgebildet werden ko¨nnen. Im ein-
fachsten Fall besteht das Kontaktmodell, wie in Abbildung 2.2, aus einem Feder-
Da¨mpfer-Element, um viskoelastisches Materialverhalten in zwei Richtungen abzu-
bilden. Das Modell wird von CUNDALL und STRACK in [15] vorgestellt.
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xz
ϕ
lc
en
es
ωi
ωj
rj
ri
xi
xj
x˙i
x˙j
kn, dn
δ
!
> 0
ks, ds
δ
Bild 2.2: Kontaktgeometrie und -modell zwischen zwei Partikeln nach [15]
Zwei Partikel im Sinne von CUNDALL und STRACK treten in Kontakt, wenn deren
Abstand,
lc = ||xi − xj|| , (2.1)
kleiner ist als die Summe der Radii. Die U¨berlappung
δ = ri + rj − lc (2.2)
hat also einen positiven Wert. Es wird angenommen, dass die Verformung der Par-
tikel gegenu¨ber der Verformung des Korngeru¨stes sehr klein ist. Die Partikel sind
daher als starre, inelastische Ko¨rper modelliert, sodass eine elastische Verformung
nur u¨ber die U¨berlappung der einzelnen Partikel an den Kontaktpunkten beschrie-
ben werden kann.
Die Kontaktbedingung wird in der Ebene mit zwei lokalen Richtungsvektoren e
formuliert. Einer in Kontaktnormalenrichtung (Index n) und einer um 90◦ gegen
den Uhrzeigersinn gedreht in Scherrichtung (Index s). Die Richtungsvektoren werden
einmalig zu Beginn des Kontaktes definiert und gelten wa¨hrend der kompletten
Kontaktphase als Wirkungsrichtung der Feder- und Da¨mpfungskra¨fte.
en =
[
ex
ez
]
=
1
lc
(xj − xi) (2.3)
es =
[
ez
−ex
]
(2.4)
Die Auswertung des Kontaktes erfolgt mit den Geschwindigkeiten. Es wird zuna¨chst
die Relativgeschwindigkeit
x˙rel = (x˙i − x˙j) + (ωiri + ωjrj)es (2.5)
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der Partikel am Kontaktpunkt ermittelt. Hierbei sind x˙i der Geschwindigkeitsvektor
und ωi die Winkelgeschwindigkeit des Partikels i zum Zeitpunkt der Kontaktaus-
wertung.
Wird x˙rel mit Hilfe des lokalen Koordinatensystems in die Normalen- bzw. Scher-
richtung projiziert, ergeben sich die zwei lokalen Relativgeschwindigkeiten
x˙rel,n = (x˙i − x˙j)en (2.6)
und
x˙rel,s = (x˙i − x˙j)es + (ωiri + ωjrj) . (2.7)
Die Annahme einer konstanten Geschwindigkeit u¨ber den betrachteten Zeitschritt
fu¨hrt auf die Relativverschiebungen im Zeitschritt ∆t
∆δn = [(x˙i − x˙j)en] ∆t und ∆δs = [(x˙i − x˙j)es + (ωiri + ωjrj)] ∆t . (2.8)
Die aktuellen Relativgeschwindigkeiten sowie die inkrementellen Relativverschiebun-
gen des Zeitschrittes erzeugen Feder- sowie den Da¨mpferkra¨fte, siehe Gleichungen
(2.9) und (2.10). Die Kra¨fte in den Federkra¨fte werden wa¨hrend der Berechnung
kontinuierlich aufsummiert, die Da¨mpferkra¨fte hingegen werden mit der Momentan-
geschwindigkeit ausgewertet. In anderen Arbeiten werden ha¨ufig auch die Federn,
oder nur die Feder in Normalenrichtung, absolut ausgewertet, siehe z.B. BELL ET AL
[3] oder CLEARY und SAWLEY [11]. In der vorliegenden Arbeit wird fu¨r alle Richtun-
gen die inkrementelle Auswertung verwendet, da diese Formulierung bei spa¨teren
Betrachtungen von Bruchvorga¨ngen notwendig ist. Damit folgen die inkrementellen
Federkra¨fte mit
∆fk,n = −∆δnkn und ∆fk,s = −∆δsks , (2.9)
und die Da¨mpferkra¨fte mit
fd,n = −x˙rel,ndn und fd,s = −x˙rel,sds . (2.10)
Die Federkra¨fte des aktuellen Zeitschrittes t ergeben sich somit zu
ftk,n = f
t−1
k,n + ∆fk,n (2.11)
und
ftk,s = f
t−1
k,s + ∆fk,s . (2.12)
2.1.2 Erweiterung fu¨r den dreidimensionalen Raum
Die Definition eines Kontaktes u¨ber den Abstand der Partikel aus Abschnitt 2.1.1
bleibt auch im 3D Raum erhalten. Das lokale Koordinatensystem wird um einen
dritten Basisvektor erweitert. Mit den Positionen xi und xj wird erneut der Vektor
in Normalenrichtung en ermittelt. Senkrecht dazu wird mit es und et eine Ebene
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aufgespannt, sodass die drei Vektoren e eine orthonormale Basis am Kontaktpunkt
bilden, siehe Abbildung 2.3.
x, ωx
z, ωz
rj
y, ωy
ri
en
es
et
xj
xi
kt
dn
kn
c dt ks = kt
ds = dt
Bild 2.3: Kontaktgeometrie zweier Partikel im 3D
Die globalen Relativgeschwindigkeiten der Partikel am Kontaktpunkt
x˙rel = (x˙i − x˙j) + (ωi × (enri)− ωj × (−enrj)) (2.13)
fu¨hren mit den drei Basisvektoren auf ein lokales Relativgeschwindigkeitsfeld
x˙rel,n = (x˙i − x˙j)en (2.14)
x˙rel,s = (x˙i − x˙j)es + (ωi,tri + ωj,trj) (2.15)
x˙rel,t = (x˙i − x˙j)et − (ωi,sri + ωj,srj) . (2.16)
An dieser Stelle wird die Rotationsmatrix
Rij =
[
en es et
]
(2.17)
definiert, mit der eine Projektion der globalen Relativgeschwindigkeiten auf das
lokale Koordinatensystem durchgefu¨hrt werden kann. Gleichungen (2.14) bis (2.16)
ko¨nnen zusammenfassend als
x˙rel,lo =
(
Rij
)T
x˙rel (2.18)
geschrieben werden. Eine Transformation in das lokale Bezugssystem erfolgt mit der
transponierten Rotationsmatrix, ha¨ufig auch als Transformationsmatrix bezeichnet.
Zusa¨tzlich zu den Relativgeschwindigkeiten ergibt sich eine Relativwinkelgeschwin-
digkeit um den Vektor en. Die Torsionsbewegung wird in diesem erweiterten Modell
nach CUNDALL nicht beru¨cksichtigt, kommt aber im Modell nach HERTZ und MINDLIN
in Abschnitt 2.1.3 zum Tragen. Die lokale Relativwinkelgeschwindigkeit,
ωrel,n = ωi,n − ωj,n , (2.19)
entspricht der Differenz der lokalen Winkelgeschwindigkeiten. Die lokalen Gro¨ßen
ergeben sich aus einer Transformation der globalen Winkelgeschwindigkeiten in das
lokale Bezugssystem.
ωlo = (R
ij)Tωgl (2.20)
Die Auswertung der Federn und Da¨mpfer erfolgt analog zu Abschnitt 2.1.1 fu¨r alle
drei Raumrichtungen.
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2.1.3 Modell nach HERTZ und MINDLIN
Das lineare Modell nach CUNDALL und STRACK ist eines der am ha¨ufigsten verwen-
deten Kontaktmodelle. Ein weiteres weit verbreitetes Modell ist der nichtlineare
Kontakt nach HERTZ [33] und MINDLIN [37]. Der Kontakt findet dabei nicht u¨ber
einen Punkt, sondern u¨ber eine Kontaktfla¨che statt. Ausgehend von HERTZ’s Ar-
beiten u¨ber die Beru¨hrung elastischer Ko¨rper sind viele Abwandlungen des Modells
entstanden, um verschiedene Pha¨nomene abzubilden, siehe z.B. DOBRY ET AL [23], DI
RENZO und DI MAIO [22] oder eine Zusammenstellung in PAULICK ET AL [64].
Das Modell wird ha¨ufig auf Grundlage der Kollision einer Spha¨re mit dem ela-
stischen Halbraum oder einer zweiten Spha¨re hergeleitet. Diese Annahme perfekt
runder Partikel entspricht ha¨ufig nicht der Realita¨t, zumal es sich in vielen Fa¨llen
der DEM auch nicht um Partikel, sondern um idealisierte Berechnungspunkte han-
delt. Das Modell bietet jedoch den Vorteil die unbekannten Modellgro¨ßen mit den
makroskopischen Materialparametern zu beschreiben. Weiterhin ist der Ansatz einer
nichtlinearen Zunahme der Steifigkeit bei gro¨ßerer U¨berlappung der Partikel auch
auf andere Geometrien u¨bertragbar.
Fu¨r die Abbildung der makroskopischen Eigenschaften werden effektive Bezugsgro¨-
ßen definiert, die die Eigenschaften der angrenzenden Partikel zusammenfassen. Fu¨r
die Auswertung des Kontaktes werden der effektive E-Modul
1
Eef
=
1− ν2i
Ei
+
1− ν2j
Ej
, (2.21)
der effektive Schubmodul
1
Gef
=
2− νi
Gi
+
2− νj
Gj
(2.22)
sowie ein effektiver Radius
1
ref
=
1
ri
+
1
rj
(2.23)
definiert, siehe z.B. THORNTON [78] oder MARSHALL [54].
Die Auswertung der Normalkraft erfolgt auf Grundlage der Kontaktfla¨che, die u¨ber
den Kontaktfla¨chenradius a in Abha¨ngigkeit der U¨berlappung δn,
at =
√
ref δtn (2.24)
definiert wird. Die daraus resultierende Kraft in Normalenrichtung zu jedem Zeit-
punkt t mit
ftn = −
4
3
Eef a
t δtn = −
4
3
Eef
√
ref
(
δtn
)3/2
(2.25)
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nichtlinear abha¨ngig von der aktuellen U¨berlappung. In dieser Arbeit wird jedoch
nicht die Absolutauswertung, sondern die inkrementelle Kontaktauswertung verwen-
det, um den U¨bergang eines gerissenen Kontaktes in eine Kollision beschreiben zu
ko¨nnen, siehe Kapitel 4. Um den nichtlinearen Ausdruck (2.25) inkrementell auszu-
werten zu ko¨nnen, muss dieser zuna¨chst linearisiert werden. In anderen Arbeiten,
z.B. THORNTON [78], findet sich meist die Linearisierung
ft+1n = f
t
n +
∆fn︷ ︸︸ ︷
∂ftn
∂δtn
∆δn = f
t
n − 2 Eef at ∆δn , (2.26)
was einer expliziten Vorwa¨rtsintegration entspricht. Genauere Ergebnisse bei gro¨ße-
ren Zeitschritten oder hohen Kontaktsteifigkeiten aufgrund großer U¨berlappungen
ko¨nnen mit dem des dritten Glied der Taylorreihe
ft+1n = f
t
n +
∆fn︷ ︸︸ ︷
∂ftn
∂δtn
∆δn +
1
2
∂2ftn
∂δtn
∆δ2n︸ ︷︷ ︸
3. Glied der Taylorreihe
(2.27)
= ftn − 2 Eef at ∆δn −
1
2
Eef a
t (δtn)
−1∆δ2n (2.28)
erreicht werden. Die nachfolgende Simulation eines Kontaktes zweier Partikel ver-
deutlicht die Genauigkeit der unterschiedlichen Integrationsvorschriften.
0,5 1
0,1
0,2
∆t = 5 · 10−5 [s]
t [s]
x
z
[m
]
HERTZ tot.
HERTZ lin.
HERTZ lin. + 3. RG
Bild 2.4: Bewegung eines Partikels bei
wiederholtem Kontakt
10−6 10−5 10−4
0
0,1
0,2
∆t [s]
 r
el
[−
]
HERTZ lin.
HERTZ lin. + 3. RG
Bild 2.5: Fehler des linearisierten
HERTZ-Kontaktes
Das Diagramm 2.4 zeigt die Bewegung eines Partikels, welches unter Eigengewicht
auf ein zweites, festgehaltenes Partikel fa¨llt. Es sind drei Arten der Kontaktauswer-
tung fu¨r verschiedene Zeitschrittweiten angesetzt. Dieses sind zum Einen die aus
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der Literatur bekannte totale Auswertung nach Gleichung (2.25), die Linearisierung
aus Gleichung (2.26) sowie die in dieser Arbeit verwendete quadratische Na¨herung
nach Gleichung (2.28). In Abbildung 2.5 ist fu¨r die unterschiedlichen Zeitschritt-
weiten der relative Fehler aufgetragen, der wa¨hrend der Berechnung auftritt. Als
Referenzlo¨sung fu¨r die Fehlerberechnung wird die totale Kontaktauswertung nach
z.B. MARSHALL [54] verwendet. Es ist erkennbar, dass der Fehler fu¨r die einfache Li-
nearisierung deutlich ho¨her ist, als die Lo¨sung, in der das dritte Glied der Taylorreihe
(RG) beru¨cksichtigt ist. Der grau hinterlegte Bereich zeigt die Zeitschrittweiten, die
nach Abschnitt 2.4.4 fu¨r die Berechnung verwendet werden ko¨nnen, um eine stabile
Berechnung zu gewa¨hrleisten. Die einfache Linearisierung zeigt in diesem Bereich
noch große Fehler. Der zusa¨tzliche Berechnungsaufwand der quadratischen Na¨he-
rung ist also durch eine Verbesserung der Lo¨sung gerechtfertigt.
Die Kra¨fte in Tangentialrichtung folgen einer linearen Materialgleichung und sind
mit der Schubsteifigkeit festgelegt. Diese ist jedoch abha¨ngig von der U¨berlappung in
Normalenrichtung. In inkrementeller Schreibweise schlagen DI RENZO und DI MAIO
[21]
ft+1s = f
t
s + ∆fs (2.29)
mit
∆fs = −8 Gef at ∆δs (2.30)
vor. Im Gegensatz zum Modell nach CUNDALL und STRACK [15] wird in diesem Modell
aufgrund der Kontaktfla¨che auch ein Torsionswiderstand definiert. Die Schubsteifig-
keit der Kontaktfla¨che erzeugt ein Moment
mt+1n = m
t
n + ∆mn (2.31)
um die Normalenachse des Kontaktes worin
∆mn = −4 Gef (at)3 ∆ωn . (2.32)
2.2 Erweiterung der Kontaktmodelle
Die Kontaktmodelle aus den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.3 beinhalten eine reine Kraft-
und Momentenu¨bertragung. In diesem Abschnitt werden die Erweiterung um Ein-
flu¨sse aus Reibung sowie die Beru¨cksichtigung von Wasserbru¨ckenbildung bei koha¨-
siven Medien vorgestellt. Die Modellierung einer Wasserbru¨cke ist fu¨r die Beschrei-
bung von granularen Medien und vor allem Pulvern von hoher Bedeutung, siehe z.B.
MIKAMI ET AL [56] oder LUDING [51]. Bei der Modellierung von Festko¨rpern sind Was-
serbru¨cken im Normalfall nicht relevant. Die Beru¨cksichtigung von Wasserbru¨cken
hat jedoch erhebliche Bedeutung bei der Modellbildung der Wirkungsweise von Fa-
sern und wird deshalb hier aufgefu¨hrt.
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2.2.1 COULOMB-Reibung
Das Kontaktmodell aus Abbildung 2.2 wird um ein Reibelement erweitert. Das zu-
geho¨rige rheologische Element sowie das Kraft-Weg-Diagramm sind in Abbildung
2.6 dargestellt. Die Aufnahmefa¨higkeit von Scherkra¨ften wird dabei in Abha¨ngigkeit
der Normalendruckkraft begrenzt.
fs,res
µ|fn|
−µ|fn|
ks
δs,res
es
et
δs,resδs
δt
ks, ds, µ
kn, dn
δ
!
> 0
Bild 2.6: Kraft - δ - Diagramm in der Scherfla¨che und Kontaktmodell fu¨r COULOMB-
Reibung
In jedem Zeitschritt wird u¨berpru¨ft, ob die resultierende Scherkraft in der Kontakt-
fla¨che,
fts,res = ||esfts + etftt || (2.33)
kleiner als eine kritische Scherkraft
fts,kr = µ|ftn| (2.34)
ist. U¨bersteigt die resultierende Scherkraft die kritische Scherkraft nicht, ist eine
Haftung gegeben. U¨bersteigt fts,res die Haftbedingung, werden die Scherkra¨fte auf
fts,red = f
t
s
fts,kr
fts,res
und ftt,red = f
t
t
fts,kr
fts,res
(2.35)
abgemindert, siehe Abbildung 2.6.
2.2.2 Koha¨sion
Die Wasserbru¨ckenbildung bei koha¨siven Medien wird in DEM-Simulationen ha¨ufig
mit zusa¨tzlichen Federn im Kontaktmodell beru¨cksichtigt. Ist beim Kontaktbeginn
zweier Partikel mindestens eines mit Wasser benetzt, kommt es zur Wasserbru¨cken-
bildung mit anziehenden Kra¨ften. Die anziehende Wirkung bleibt bestehen, auch
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wenn sich die Partikel sich wieder voneinander entfernen. Die Bru¨cke wird gelo¨st,
sobald die Entfernung der Partikel einen kritischen Wert u¨berschreitet. Das rheolo-
gische Element dieses Kontaktes ist in Abbildung 2.7 dargestellt.
ks, ds, µ
kn, dn
kwb
δ
!
> 0
δ
!
> δwb
Bild 2.7: Kontaktmodell mit COULOMB-Reibung und Wasserbru¨cke
Die Kontaktgeometrie ist abha¨ngig von der U¨berlappung δ der Partikel am Kon-
taktpunkt. Ist δ kleiner als Null, so ist lediglich die Wasserbru¨cke aktiv. In diesem
Fall muss der Normalenvektor in jedem Schritt neu aufgebaut werden. Die Par-
tikel sind frei verdrehbar und erfahren keinen tangentialen Widerstand durch die
Wasserbru¨cke. Es treten lediglich Zugkra¨fte in der variablen Normalenrichtung auf.
Dieser Ansatz wird in Abschnitt 5.1 auf die Modellierung von Faserversta¨rkungen
u¨bertragen.
2.3 Bewegungsgleichungen
Nach der Auswertung aller Kontakte folgt der zweite Berechnungsabschnitt - die
Auswertung des zweiten NEWTON’schen Axioms. Die Kontaktauswertung erzeugt
Feder- und Da¨mpfungskra¨fte zwischen den Partikeln. Werden die Kra¨fte in einem
Kraftvektor zusammengefasst, erha¨lt man einen Kontaktkraftvektor zum Zeitpunkt
t,
f tc = en
(
ftk,n + f
t
d,n
)
+ es
(
ftk,s + f
t
d,s
)
+ et
(
ftk,t + f
t
d,t
)
. (2.36)
Die auf die beiden Partikel i und j wirkenden Kra¨fte folgen zu
f tc,i = f
t
c , (2.37)
bzw.
f tc,j = −f tc . (2.38)
Jedes Partikel kann zum Zeitpunkt t mit mehreren anderen Partikeln in Kontakt ste-
hen. Werden alle Kontaktkra¨fte fu¨r ein Partikel i summiert und eventuelle Einflu¨sse
aus Randbedingungen oder Gravitation beru¨cksichtigt, erha¨lt man einen Ungleich-
gewichtszustand
f ti =
∑
c
f tc,i + f
t
g,i + f
t
bc,i . (2.39)
20
Die a¨ußere Kraft f ti steht nach dem zweiten NEWTON’schen Axiom mit der A¨nderung
des Impulses im Gleichgewicht. Setzt man eine konstante Masse mi des Partikels
voraus, so folgt fu¨r die translatorische Bewegung im Raum die Bewegungsgleichung
d
dt
(Mix˙i) = Mix¨i = f
t
i (2.40)
worin
Mi = mi I . (2.41)
Die Kontaktkra¨fte in Scherrichtung erzeugen zusa¨tzlich Momente fu¨r die Partikel, da
diese mit dem Radius einen Hebelarm zum Schwerpunkt haben. Im Falle des HERTZ-
MINDLIN Kontaktes kommt zusa¨tzlich ein Kontaktmoment aus der Torsionswirkung
hinzu. Fu¨r die beiden Partikel folgen die Momente in lokalen Koordinaten zum
Zeitpunkt t
mtlo,i =
mtnmts
mtt
 =
 mtn−fc,t ri
fc,s ri
 (2.42)
und
mtlo,j =
 −mtn−fc,t rj
fc,s rj
 . (2.43)
Die Transformation der lokalen Momente in globale Koordinaten erfolgt mit der
Rotationsmatrix aus Gleichung (2.17). Fu¨r jedes Partikel folgt das Momentenun-
gleichgewicht zu
mti =
∑
c
Rijmtlo,i + m
t
bc,i . (2.44)
Damit kann der Drallerhaltungssatz mit
Θiω˙i + ωi ×Θiωi = mi (2.45)
sowie
Θi =
Ixx Iyy
Izz
 = 2
5
mir
2
i I (2.46)
angesetzt werden. Wenn die Tra¨gheiten um die drei Achsen gleich sind, fu¨hrt die
Auswertung des Kreuzproduktes auf
Θiω˙i + ωi ×Θiωi = Θiω˙i +
ωyωz(Izz − Iyy)ωxωz(Ixx − Izz)
ωxωy(Iyy − Ixx)

i
= Θiω˙i . (2.47)
Mit den Bewegungsgleichungen (2.40) und (2.45) ko¨nnen die aktuellen Beschleuni-
gungen und Winkelbeschleunigungen eines Partikels berechnet werden.
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2.4 Lo¨sungsverfahren fu¨r die Bewegungsgleichungen
Die Partikel erfahren nach dem Auswerten der Kontakte sowie dem Lo¨sen des 2.
NEWTON -schen Axioms Beschleunigungen. Die Integration der Beschleunigungen bil-
det ein Anfangswertproblem fu¨r die Bewegungsgleichung und liefert die Positionen
und Geschwindigkeiten des na¨chsten Zeitschrittes. Das Anfangswertproblem fu¨r die
Bewegungsdifferentialgleichung 2. Ordnung mit allgemeiner rechter Seite kann als
x¨ = f(x, x˙, t) (2.48)
geschrieben werden. Die Funktion f entspricht hierbei der Kontaktauswertung in
einem Zeitschritt. Die Lo¨sung von Gleichung (2.48) ist die ra¨umliche Bewegung der
Partikel in der Zeit. Das Anfangswertproblem kann auf verschiedene Weisen gelo¨st
werden. Grundsa¨tzlich ko¨nnen hierbei im- und explizite sowie Ein- und Mehrschritt-
verfahren unterschieden werden.
Fu¨r die Berechnung der Zustandsgro¨ßen zum Zeitpunkt t+ 1 werden bei expliziten
Verfahren lediglich die Zustandsgro¨ßen der Zeitpunkte t − i mit i ≥ 0 beru¨cksich-
tigt. Implizite Verfahren verwenden zusa¨tzlich die gesuchten Gro¨ßen bei t + 1. Als
Konsequenz muss in jedem Schritt ein meist nichtlineares Gleichungssystem gelo¨st
werden und die Funktionsauswertung in jedem Zeitschritt mehrfach erfolgen. Bei
Anwendungen in der DEM werden in der Regel explizite Verfahren verwendet, wenn
die Funktionsauswertung den gro¨ßten Teil des Berechnungsaufwandes ausmacht.
Ein- und Mehrschrittverfahren unterscheiden sich darin, wie viele zuru¨ckliegende
Berechnungspunkte fu¨r die Lo¨sung des na¨chsten Schrittes t + 1 beru¨cksichtigt wer-
den. Wa¨hrend bei Einschrittverfahren nur die Zustandsgro¨ßen zum Zeitpunkt t
beru¨cksichtigt werden, werden bei Mehrschrittverfahren auch fru¨here Zeitpunkte
t−1 , 2 . . . n beru¨cksichtigt. Mehrschrittverfahren haben, neben einem erho¨hten Spei-
cheraufwand, den Nachteil einer gegebenenfalls notwendigen Anlaufrechnung und
kommen in der DEM nur selten zum Einsatz.
Zwei auf dem Gebiet der DEM ha¨ufig verwendete Verfahren sind zum Einen das
Pra¨diktor-Korrektor-Verfahren (PKV) nach GEAR [28] und zum Anderen das Sche-
ma der zentralen Differenzen (ZDS). Bei beiden Verfahren handelt es sich um Ein-
schrittverfahren. Das explizite ZDS findet ha¨ufig Anwendung, so auch in dem ur-
spru¨nglichen Vorschlag der Methode von CUNDALL und STRACK [15]. Das semiex-
plizite PKV kommt seltener zum Einsatz, wird aber beispielsweise von D’ADDETA
[19] und SCHNEIDER [70] im Bereich der DEM fu¨r Festko¨rper genutzt. In den folgen-
den Abschnitten werden die beiden Verfahren kurz vorgestellt und analysiert. Fu¨r
alle Berechnungen in dieser Arbeit ist das ZDS gewa¨hlt. Das ZDS erreicht fu¨r die
vorliegenden Aufgabenstellungen die gleiche Konsistenzordnung wie das PKV, ist
einfacher zu implementieren und effizienter.
2.4.1 Explizites Zentrale-Differenzen-Verfahren
Bei diesem Zentrale-Differenzen-Verfahren werden die Geschwindigkeiten zu den hal-
ben Zeitschrittweiten und die Beschleunigungen sowie Positionen zu den vollen Zeit-
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punkten t berechnet. Aus den bekannten Geschwindigkeiten x˙t−0,5, den Positionen
xt und den Beschleunigungen x¨t wird die Beschleunigung bei x¨t+1 ermittelt.
x˙t−0,5
x¨t, xt
x˙t+0,5
xt+1 → x¨t+1 = f(xt+1, x˙t+0,5)
x˙t−0,5 + x¨t ∆t
xt + x˙t+0,5 ∆t
t+0,5
t+0,5
t+0,5
Bild 2.8: Ablaufschema - Zentrale Differenzen Verfahren
Zuna¨chst werden mit den Beschleunigungen zum Zeitpunkt t die Geschwindigkeiten
des na¨chsten halben Zeitschrittes ermittelt. Es wird dabei angenommen, dass die
Beschleunigungen na¨herungsweise konstant innerhalb eines Zeitschrittes sind.
x˙t+0,5 = x˙t−0,5 + x¨t∆t . (2.49)
Aus den Geschwindigkeiten wiederum ergeben sich unter erneuter Annahme eines
konstanten Verlaufs im Intervall ∆t die neuen Positionen
xt+1 = xt + x˙t+0,5∆t . (2.50)
Mit den neuen Zustandsgro¨ßen ko¨nnen nun die Kontakte ausgewertet und die Be-
schleunigungen des na¨chsten Zeitschrittes berechnet werden.
2.4.2 Semiexplizites Pra¨diktor-Korrektor-Verfahren
Fu¨r eine u¨bersichtliche Darstellung des Pra¨diktor-Korrektor-Verfahrens werden die
Zustandsgro¨ßen im NORDSIECK-Vektor [59]
xˆt =

xt
x˙t∆t
x¨t 1
2
∆t2
d3xt
dt3
1
6
∆t3
d4xt
dt4
1
24
∆t4
d5xt
dt5
1
120
∆t5

(2.51)
zusammengefasst. xˆt entha¨lt die Zustandsgro¨ßen bis zur fu¨nften zeitlichen Ableitung
der Position. Fu¨r die Ermittlung der Gro¨ßen zum na¨chsten Zeitpunkt t+1 erfolgt zu-
na¨chst eine explizite Extrapolation der Zustandgro¨ßen fu¨r den na¨chsten Zeitschritt.
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Die Extrapolation la¨uft nach dem in den Gleichungen (2.52) dargestellten Schema
ab und wird Pra¨diktor genannt.
xt+1 = xt + x˙t∆t + x¨t
1
2
∆t2 +
d3xt
dt3
1
6
∆t3 +
d4xt
dt4
1
24
∆t4 +
d5xt
dt5
1
120
∆t5
x˙t+1 = x˙t + x¨t∆t +
d3xt
dt3
1
2
∆t2 +
d4xt
dt4
1
6
∆t3 +
d5xt
dt5
1
24
∆t4 (2.52)
. . .
d5xt+1
dt5
=
d5xt
dt5
Mit Hilfe des NORDSIECK-Vektors und einer Extrapolationsmatrix P ko¨nnen die Glei-
chungen (2.52) zu
xˆt+1p = Pxˆ
t (2.53)
vereinfacht werden. Hierbei ist
P =

1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
0 0 1 3 6 10
0 0 0 1 4 10
0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 1
 . (2.54)
Mit xˆt+1p wird die Funktion f fu¨r x¨
t+1 ausgewertet und anschließend der implizite
Korrektor
∆xˆt+1 = (f(xt+1p , x˙
t+1
p )− x¨t+1p )
1
2
∆t2 (2.55)
ermittelt. Mit ∆xˆt+1 kann die Korrektur der extrapolierten Werte erfolgen.
xˆt+1 = xˆt+1p + p∆xˆ
t+1 (2.56)
mit
p =
[
3
20
251
360
1 11
18
1
6
1
60
]T
. (2.57)
Der Vektor p ist dabei von GEAR [28] so gewa¨hlt, dass die gewu¨nschte Konsisten-
zordnung erreicht wird und kann entsprechend der Funktion f angepasst werden,
siehe hierfu¨r ALLEN ET AL [1]. Hier ist p fu¨r eine allgemeine rechte Seite nach GEAR
[28] gewa¨hlt.
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xˆt(xt, x˙t, . . . , d
5xt
dt5
)
xˆt+1p → f(xt+1p , x˙t+1p )
Pra¨diktor
Korrektor
t+1
xˆt+1
Iteration
Bild 2.9: Ablaufschema - Pra¨diktor-Korrektor-Verfahren
Nach der Korrektur der Zustandsgro¨ßen zum Zeitpunkt t + 1 ko¨nnen diese fu¨r die
Extrapolation des na¨chsten Zeitschritts verwendet werden. Alternativ kann der Kor-
rektor mehrfach durchgefu¨hrt werden, indem f mit den korrigierten Werten erneut
ausgewertet wird. Diese Iteration kann mit einem Abbruchkriterium fu¨r die A¨nde-
rung von ∆xˆt+1 belegt werden.
2.4.3 Fehlerbewertung
Bei der Modellierung physikalischer Pha¨nomene werden an unterschiedlichen Stellen
Fehler gemacht, die es abzuscha¨tzen und zu bewerten gilt. Die Fehler lassen sich in
drei Kategorien einteilen. Zuna¨chst stellt jedes Modell nur eine Na¨herung fu¨r die
Wirklichkeit dar. Dieser Modellfehler kann nur durch den Vergleich mit Experimen-
ten oder Beobachtungen von Pha¨nomenen in der Realita¨t abgescha¨tzt werden. Je
mehr physikalische Effekte bei der Modellbildung beru¨cksichtigt werden, desto klei-
ner wird der Fehler - vorausgesetzt es wird ein grundsa¨tzlich geeigneter Modellansatz
verwendet.
Der zweite Fehler liegt in der numerischen Lo¨sung der Modellgleichungen. Hier ent-
steht ein numerischer Fehler, da die Gleichungen in der Regel nicht exakt gelo¨st
werden ko¨nnen. Bei Simulationen mit der DEM werden in der Regel explizite nu-
merische Zeitintegrationsverfahren fu¨r die Lo¨sung der Bewegungsgleichung gewa¨hlt.
Das Ergebnis entha¨lt somit einen numerischen Fehler. Um diesen abzuscha¨tzen, kann
die Konsistenzordnung des Lo¨sungsverfahrens ermittelt und die Zeitschrittweite an-
gepasst werden. Die beiden in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Lo¨-
sungsverfahren werden anhand vereinfachender Beispiele auf ihre Konsistenzordnung
untersucht. Die im Folgenden dargestellten Beispiele werden auch von SCHNEIDER [70]
untersucht, um verschiedene Zeitintegrationsverfahren zu bewerten.
Das erste Beispiel aus Abbildung 2.11 wird mit den beiden Lo¨sungsverfahren aus
den vorangegangenen Abschnitten berechnet. Es handelt sich um einen Ein-Masse-
Schwinger, der mit einer Anfangsgeschwindigkeit in einen ungeda¨mpften Schwin-
gungszustand angeregt wird. Untersucht wird ein Zeitraum von 2pi [s]. Das Dia-
gramm 2.10 zeigt, dass das PKV eine Konsistenzordnung von O(∆t5) erreichen
kann, das ZDS hingegen lediglich die Konsistenzordnung O(∆t2). Eine Iteration des
PKV ist nur fu¨r eine sehr grobe Diskretisierung der Zeit von Vorteil. Bei kleineren
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Zeitschritten ergibt sich kaum eine Verringerung des Fehlers. Fu¨r komplexere Sy-
steme kann die Iteration jedoch von Bedeutung sein, siehe z.B. SCHNEIDER [70]. Das
Abbrechen der PKV-Kurven im Bereich kleiner Zeitschritte bzw. Fehler kann mit
Rechnerungenauigkeiten begru¨ndet werden. Auf diese Fehler und ihre Bedeutung
wird im spa¨teren Verlauf dieses Abschnittes eingegangen.
10−3 10−2 10−1 100
10−14
10−12
10−10
10−8
10−6
10−4
10−2
100
∆t [s]
 m
a
x
[m
]
ZDS
PKV 1 Iteration
PKV 2 Iterationen
Bild 2.10: Fehler der Lo¨sungsverfahren
k = 1 [N/m]
m = 1 [kg]
x0 = 0 [m]
x˙0 = 1 [m/s]
x¨0 = 0 [m/s2]
x, x˙, x¨
m k
Bild 2.11: Ein-Masse-Schwinger
Als zweites Beispiel wird eine Kollision untersucht. Diese Art des Kontaktes ist
wa¨hrend der Simulation von Bruchvorga¨ngen jederzeit mo¨glich und hat einen großen
Anteil an der Lo¨sung. Sowohl der Kontakt zwischen einem Partikel und einer Wand
als auch der Kontakt zwischen zwei Partikeln kann auf das hier untersuchte Beispiel
aus Abbildung 2.13 reduziert werden.
10−3 10−2 10−1 100
10−8
10−6
10−4
10−2
100
∆t [s]
 m
a
x
[m
]
ZDS
PKV 1 Iteration
PKV 2 Iterationen
Bild 2.12: Fehler der Lo¨sungsverfahren fu¨r
eine Kollision
k = 1 [N/m]
m = 1 [kg]
x0 = −pi [m]
x˙0 = 1 [m/s]
x¨0 = 0 [m/s2]
x, x˙, x¨
m
k
Bild 2.13: Kollision einer Masse mit
einer Wand
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Im Gegensatz zum Ein-Masse-Schwinger unterscheiden sich die Ergebnisse der Lo¨-
sungsverfahren hier kaum. Beide Verfahren erreichen eine Konsistenzordnung von
O(∆t2) und haben eine sehr a¨hnliche Fehlergro¨ßenordnung. Das PKV kann die ho-
he Konsistenzordnung nur fu¨r spezielle rechte Seiten und eine unendlich oft stetig
differenzierbare Lo¨sung der Bewegung erreichen, siehe GEAR [28]. Dies ist fu¨r die
harmonische Lo¨sung des ersten Beispieles gegeben, fu¨r die Kollision jedoch nicht.
Der Aufprall der Partikel untereinander oder an einer Wand stellt eine Unstetig-
keit dar. Auch die Iteration des PKV kann die Konsistenzordnung nicht erho¨hen.
Da in dieser Arbeit auch das Bruchverhalten von Festko¨rpern untersucht wird, ist
die Beschreibung von Kollisionen ein wesentlicher Bestandteil. Der Vorteil der ho¨-
heren Konsistenzordnung des PKV gegenu¨ber dem ZDS geht damit verloren. Das
PKV beinhaltet die Mo¨glichkeit einer einfachen Zeitschrittadaptation, wenn immer
genau ein Zeitschritt untersucht wird. Beim ZDS werden hingegen auch Werte an
halben Zeitschritten ausgewertet bzw. verwendet, was eine aufwendigere Umsetzung
einer mo¨glichen Adaption zur Folge hat. Trotz dessen wird aufgrund der aufwa¨ndi-
geren Implementierung, des erho¨hten Berechnungsaufwandes sowie Speicherbedarfs
des PKV, in dieser Arbeit das ZDS gewa¨hlt. Der numerische Fehler, der aufgrund
des expliziten Lo¨sungsverfahrens gemacht wird, kann mit der Konsistenzordnung
O(∆t2) abgescha¨tzt bzw. bei der Wahl von ∆t beru¨cksichtigt werden.
Die dritte Fehlerquelle ergibt sich aus Rechnerungenauigkeiten. Bei Berechnungen
mit dem Computer kann es zu Abschneide- und Rundungsfehlern sowie Absorptio-
nen kommen. Werden beispielsweise Funktionen oder irrationale Zahlen als Reihen-
entwicklung dargestellt, ist diese endlich. Die fehlenden Terme stellen den Abschnei-
defehler dar.
Je nach Variablentyp stehen einem Rechner nur eine bestimmte Anzahl an Ziffern
fu¨r die Darstellung einer Zahl zur Verfu¨gung. Ist eine Zahl nicht endlich in ihren
Nachkommastellen, kommt es in der letzten dem Rechner zur Verfu¨gung stehen-
den Ziffer zu Rundungsfehlern. Diese treten in jeder numerischen Rechenoperation
auf, wenn die Zahlen oder das Ergebnis nicht eindeutig dargestellt werden ko¨nnen.
Es sollte also bedacht werden, dass nur eine endliche Anzahl von Zeitschritten be-
rechenbar ist, ohne dass die Rundungsfehlerfortpflanzung signifikant werden kann.
Das Aufsummieren von 1/3 zeigt beispielhaft diesen Effekt. Summiert man n mal 1/3
zum vorherigen Ergebnis hinzu, so pflanzt sich der Fehler in jedem Rechenschritt
fort. Das Diagramm 2.14 zeigt den relativen Fehler wa¨hrend der Berechnung.
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Bild 2.14: Fortpflanzung von Run-
dungsfehlern
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Bild 2.15: Absorption bei single-
Genauigkeit
Diagramm 2.14 zeigt, dass der relative Fehler mit aufeinanderfolgenden Rechenope-
rationen zunimmt. rel ist als Betrag dargestellt, um die logarithmische Darstellung
zu ermo¨glichen. Diese Darstellung erzeugt an den Nulldurchga¨ngen regelma¨ßige Un-
stetigkeiten in den beiden Verla¨ufen. Beim Datentyp single ist das Ergebnis bereits
bei 107 Schritten unbrauchbar, da der relative Fehler fast 10 % betra¨gt. In der
programmtechnischen Umsetzung dieser Arbeit wird deswegen immer der Datentyp
double verwendet. Der Fehler ist in der Ordnung geringer als bei single-Variablen,
da mehr Ziffern zur Verfu¨gung stehen. Jedoch wird auch hier der Fehler bei vielen
Operationen relevant, da bei DEM - Simulationen aufgrund der expliziten Lo¨sungs-
verfahren oft sehr kleine Zeitschritte mit mehreren Rechenoperationen gewa¨hlt wer-
den mu¨ssen. Der zu berechnende Zeitraum sollte demnach nicht zu groß gewa¨hlt
werden, damit die Rechnerungenauigkeit keinen signifikanten Einfluss auf das Er-
gebnis bekommt.
Neben den Rundungsfehlern kann das Aufsummieren oder Subtrahieren von Zah-
len, die sehr unterschiedlich groß sind, das Pha¨nomen der Absorption hervorrufen.
Dabei ergeben sich die Zahlen mit deutlich niedrigerem Exponenten zu Null und
werden nicht beru¨cksichtigt. Dieser Effekt ist im Diagramm 2.14 am Ende des Be-
rechnungsverlaufes des single-Datentyps zu sehen. Der aktuelle Wert wird durch das
Addieren von 1/3 nicht mehr gro¨ßer und der relative Fehler na¨hert sich 100 % an.
Das Diagramm 2.15 zeigt den Ein-Masse-Schwinger aus Abbildung 2.11, der mit
dem ZDS und single-Variablen berechnet wurde. Fu¨r sehr kleine Zeitschritte sieht
man, dass die Lo¨sung schlechter wird. Bei einem ∆t = 10−8 [s] vera¨ndert sich die
Position der Masse nach kurzer Zeit nicht mehr, da die addierten Werte absorbiert
werden. Es muss also darauf geachtet werden, dass innerhalb eines Zeitschrittes die
inkrementellen Gro¨ßen gegenu¨ber dem aktuellen Zustand nicht zu klein sind. Ein
umfangreicher U¨berblick zu dieser Thematik findet sich beispielsweise in JOHNSON
und RIESS [38].
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2.4.4 Stabilita¨t
Um die Stabilita¨t der numerischen Simulation zu gewa¨hrleisten, darf die Zeitschritt-
weite ∆t eine kritische Zeitschrittweite ∆tkr nicht u¨berschreiten. Die kritische Zeit-
schrittweite orientiert sich an den im System auftretenden Eigenfrequenzen, die abge-
bildet werden mu¨ssen. Je ho¨her die Frequenzen, desto kleiner mu¨ssen die Zeitschritte
sein, um diese abbilden zu ko¨nnen. Ohne Da¨mpfung ist der kritische Zeitschritt mit
∆tkr =
2
ωmax
(2.58)
festgelegt, siehe zum Beispiel CUNDALL und STRACK [15] oder JENSEN ET AL [36]. Die
maximal im System auftretende natu¨rliche Eigenkreisfrequenz ωmax ist in Simula-
tionen mit der DEM nicht unmittelbar bestimmbar, da die Steifigkeitsmatrix des
Systems nicht aufgebaut wird. Mo¨glichkeiten, die Eigenfrequenzen eines Systems
aus diskreten Elementen zu ermitteln bzw. abzuscha¨tzen, werden zum Beispiel in
TAVAREZ [77] vorgestellt. Als vereinfachende Annahme wird ha¨ufig die kleinste Masse
sowie die gro¨ßte Steifigkeit im System verwendet, um ωmax bzw. ∆tkr abzuscha¨tzen.
Dies fu¨hrt auf eine Stabilita¨tsbedingung
∆tkr = α1
√
mmin
kmax
. (2.59)
Der Faktor α1 wird in der Regel zu 0,1 gewa¨hlt, siehe hierfu¨r JENSEN ET AL [36] oder
CUNDALL [14]. Andere Vorschla¨ge fu¨r α1 in a¨hnlicher Gro¨ßenordnung machen z.B.
TAVAREZ [77] oder MUNJIZA ET AL [57] und gehen dabei auf Einflu¨sse aus Da¨mpfung
ein. In der vorliegenden Arbeit wird immer der vorgeschlagene Wert von α1 = 0,1
eingehalten. Handelt es sich bei der Simulation mit einem Kontaktmodell nach Ab-
schnitt 2.1.1 oder um ausschließlich initial verbundene Kontakte nach Kapitel 3,
kann die Steifigkeit k der Kontakte direkt ermittelt und die kritische Zeitschrittwei-
te nach (2.59) ausgewertet werden. Wird hingegen das Kontaktmodell nach HERTZ
und MINDLIN verwendet, ist die Steifigkeit nichtlinear und abha¨ngig von der U¨ber-
lappung der Partikel. In diesem Fall wird die Steifigkeit fu¨r die Gleichung (2.59) mit
den Materialparametern der Partikel abgescha¨tzt, indem die Federsteifigkeiten eines
Festko¨rpers mit a¨quivalenten Parametern ermittelt werden.
2.5 Modellierung von Randbedingungen
Neben den Kontakt- und Gravitationskra¨ften entha¨lt die Gleichung (2.39) auch die
Kraftwirkungen fbc aus Randbedingungen. Hierin werden zwei Arten von Randbedin-
gungen unterschieden. Zum Einen werden Kraft- und Wegrandbedingungen direkt
am Partikel beru¨cksichtigt. Kra¨fte ko¨nnen in vektorieller Form unmittelbar in Glei-
chung (2.39) beru¨cksichtigt werden. Wegrandbedingungen werden an entsprechender
Stelle wa¨hrend der Lo¨sung der Bewegungsgleichung eingebracht, siehe Abschnitt 2.4.
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Eine zweite Form der Randbedingung stellen starre Objekte dar mit denen die Par-
tikel kollidieren ko¨nnen.
bn
bs
ωi
ri
x˙i
Bild 2.16: Kontaktgeometrie und Modell fu¨r starre Ra¨nder
Abbildung 2.16 zeigt eine starre Randgeometrie - vereinfachend im 2D dargestellt.
Bereits CUNDALL [15, 14] hat solche Randbedingungen formuliert, die in vielen DEM
Simulationen genutzt werden. Eine allgemeinere Form mit der Mo¨glichkeit zur Re-
pra¨sentation in Kontaktsuchalgorithmen liefern z.B. KREMMER und FAVIER [41]. Im
Bereich der Verfahrenstechnik werden auch komplexe starre Geometrien als Randbe-
dingungen realisiert, siehe z.B. COETZEE ET AL [12, 13], HOU ET AL [35] oder OBERMAYR
und VRETTOS [60].
Die aus dem Kontakt mit dem Rand resultierenden Kra¨fte werden analog zu den
Partikel-Partikel Kontaktkra¨ften ermittelt. Die Relativgeschwindigkeit zwischen ei-
nem Rand und einem Partikel wird auf die Wirkungsrichtungen des Randes b proji-
ziert. U¨ber Feder-Da¨mpfungsparameter kann der Kontakt analog zu Abschnitt 2.1.1
bzw. 2.1.3 ausgewertet werden. Wird ein Kontakt nach 2.1.3 ausgewertet, werden
die effektiven Gro¨ßen mit unendlich großen Werten fu¨r die Steifigkeiten und den Ra-
dius der Randbedingung ermittelt. In Ansa¨tzen der DEM-FEM-Kopplung ko¨nnen
die Objekte der Randbedingung auch mit finiten Elementen als nachgiebige Ko¨rper
modelliert werden, siehe z.B. CHUNG ET AL [10].
2.6 Da¨mpfungsverhalten
Bei einer Kollision zweier Massen in der Realita¨t wird in der Regel Energie dissi-
piert. In dieser Arbeit wird Energiedissipation u¨ber die Da¨mpfungskonstanten der
Kontaktmodelle realisiert. CUNDALL und STRACK [15] beschreiben neben der Mo¨g-
lichkeit der diskreten Da¨mpfung innerhalb der Kontaktauswertung, eine zweite Va-
riante der globalen Da¨mpfung. Seit der Verbreitung der Methode sind viele weitere
Da¨mpfungsmodelle entstanden. Die diskrete Da¨mpfung im Kontakt ist jedoch am
weitesten verbreitet. Die Bestimmung der Da¨mpfungskonstanten d erfolgt anhand
eines vereinfachenden Ein-Massen-Schwingers. Das LEHRsche Da¨mpfungsmaß αd fu¨r
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ein Ein-Freiheitsgrad-System,
αd =
d
2
√
m k
=
d
dkr
, (2.60)
wird als Maß fu¨r die Da¨mpfung genutzt und die Da¨mpfungskonstante als
d = αd 2
√
m k (2.61)
definiert. k ist jeweils die Steifigkeit in Normalen- oder Scherrichtung. Fu¨r m wird
die geringere Masse des Kontaktpaares genommen, um die ho¨heren Frequenzen mit
αd zu da¨mpfen. Die Da¨mpfungskonstanten werden in vielen Arbeiten so definiert,
siehe z.B. CUNDALL und STRACK [15], CLEARY und SAWLEY [11] und viele andere. Fu¨r
den Kontakt nach HERTZ und MINDLIN aus Abschnitt 2.1.3 ermitteln TSUJI ET AL [80]
eine von δ abha¨ngige Da¨mpfungskonstante
dn = αh δ
1/4
n
√
m kn (2.62)
in Normalenrichtung. Die analytische Lo¨sung der Bewegungsgleichung ergibt, dass
αh direkt mit dem Restitutionskoeffizient verknu¨pft ist. Die Da¨mpfungskonstanten
in den Scherrichtungen werden bei TSUJI ET AL [80] mit der ermittelten Konstante in
Normalenrichtung gleichgesetzt.
2.7 Kontaktsuche
Wa¨hrend einer Simulation mit freien Partikeln kann jedes Partikel mit jedem in Kon-
takt treten. DEM-Simulationen mit mehreren Millionen Partikeln zur Beschreibung
von Pha¨nomenen im Bereich granularer Medien oder Stro¨mungssimulation finden
dabei immer ha¨ufiger Anwendung. Beispiele finden sich z.B. in SHIGETO und SAKAI
[73] oder STEUBEN ET AL [76]. Das Abfragen aller mo¨glichen Kontaktpaare in einem
einstufigen Verfahren wu¨rde den Berechnungsaufwand mit der Ordnung O(n2) un-
wirtschaftlich machen. Bei Simulationen mit vielen Patikeln muss das Auffinden von
Kontakten durch Suchalgorithmen optimiert werden. Der Berechnungsaufwand kann
dabei erheblich minimiert werden, indem mehrstufige Verfahren angewandt werden.
Eine U¨bersicht dazu liefern z.B. WILLIAMS und O’CONNOR [87].
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Bild 2.17: Zweistufiger Suchalgorithmus fu¨r Kontakte: Einsortierung in ein regelma¨-
ßiges Raster (links) und U¨berpru¨fung mo¨glicher Kontaktpaare (rechts)
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In dieser Arbeit wird ein zweistufiges Verfahren basierend auf einem modifizierten
Linked-Cell Algorithmus verwendet. In einer ersten Stufe wird mittels eines Rasters
eine Liste mo¨glicher Kontakte aufgebaut. Alle Partikel werden in je eine Rasterzelle
des Berechnungsgebietes sortiert. Liegen zwei Partikel in derselben oder in benach-
barten bzw. verlinkten Zellen, ko¨nnen diese potentiell in Kontakt treten. In der
zweiten Stufe werden die mo¨glichen Kontakte u¨berpru¨ft, indem der Abstand der
Partikel berechnet wird. Abbildung 2.17 zeigt die Einordnung der Partikel in das
Raster und die anschließende Kontaktu¨berpru¨fung. Die Partikel 1 und 2 liegen in
verlinkten Zellen und mu¨ssen deswegen in der zweiten Stufe auf einen Kontakt u¨ber-
pru¨ft werden. Ein Kontakt von Partikel 3 mit den anderen Partikeln wird durch das
Raster ausgeschlossen und braucht nicht u¨berpru¨ft zu werden.
Fu¨r die Kontaktsuche ko¨nnen adaptive sowie konstante Raster eingesetzt werden.
Adaptive Raster, wie beispielsweise ein Octtree, mu¨ssen in jedem Berechnungsschritt
neu aufgebaut werden. Der Octtree erzeugt in der ersten Stufe deutlich weniger
mo¨gliche Kontakte als ein konstantes regelma¨ßiges Raster. Durch den notwendigen
Neuaufbau ist der Rechaufwand jedoch im Allgemeinen ho¨her. Aus diesem Grund
wird zu Beginn der Simulation das Berechnungsgebiet mit einem regelma¨ßigen Ra-
ster belegt, dass wa¨hrend der Berechnung unvera¨ndert bleibt.
Die Gro¨ße der Rasterzellen orientiert sich an dem gro¨ßten an der Simulation beteilig-
ten Radius eines Partikels. Die Rasterzellen mu¨ssen mindestens die Abmessung des
zweifachen maximal auftretenden Radius haben, damit keine Partikel in die u¨ber-
na¨chste - nicht verlinkte - Rasterzelle ragen und alle Kontakte erfasst werden. Fu¨r
Partikelsysteme mit einer starken Streuung der Partikelradien, kann die erste Stufe
des Algorithmus eine sehr umfangreiche Liste mo¨glicher Kontakte liefern. Da die
Gro¨ße der Rasterzellen sich nur am gro¨ßten Partikel orientiert, werden viele kleine
Partikel in dieselbe oder in benachbarte Rasterzellen einsortiert. Mehrstufige Raster
fu¨r einen modifizierten Linked-Cell Algorithmus, siehe OGARKO und LUDING [62],
ko¨nnen die Kontaktsuche fu¨r Systeme mit großer Streuung der Radien optimieren.
Die Partikel werden abha¨ngig von ihrem Radius in unterschiedliche, u¨bereinander-
liegende Raster von verschiedener Feinheit sortiert.
1
2
3
Bild 2.18: Modifizierter Linked-Cell Algorithmus nach OGARKO und LUDING [62]
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In jedem Raster werden weiterhin die verlinkten Zellen ausgewertet und eine Li-
ste mo¨glicher Kontakte generiert. Zusa¨tzlich werden zwischen den Rastern verlinkte
Zellen definiert und damit rasteru¨bergreifende Kontakte erfasst. Die Zelle von Par-
tikel 1 im groben Raster ist beispielsweise wie bisher mit den umliegenden Zellen
sowie zusa¨tzlich mit den roten und tu¨rkisen Zellen des feineren Rasters verlinkt (sie-
he Abbildung 2.18). Das Beispiel aus Abbildung 2.17 kann mit dem modifizierten
Algorithmus so optimiert werden, dass bereits nach der ersten Stufe alle Kontakte
ausgeschlossen werden ko¨nnen. Der Rechenaufwand kann abha¨ngig vom Verha¨ltnis
der auftretenden minimalen und maximalen Radii stark verringert werden, siehe
OGARKO und LUDING [62].
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3 Diskrete Elemente Methoden fu¨r Festko¨rper
In diesem Kapitel wird das Modell fu¨r granulare Medien fu¨r die Modellierung von
Festko¨rpern erweitert. Die Grundannahmen der DEM sowie der Berechnungsablauf
bleiben dabei unberu¨hrt. Die wesentliche A¨nderung ist, dass Partikel nicht nur wa¨h-
rend einer Simulation miteinander kollidieren, sondern auch initial verbunden sein
ko¨nnen. Diese so genannten Clusterstrukturen werden in verschiedenen Bereichen
eingesetzt. Die Idee wurde unter anderem von JENSEN ET AL [36] fu¨r die Abbildung
von Schubverformungen im Boden entwickelt. Im Bereich der Festko¨rpermechanik
werden ha¨ufig ausschließlich verbundene Partikel gewa¨hlt. Bei granularen Medien
hingegen werden ha¨ufig viele kleine Clusterstrukturen erzeugt, um nichtrunde Geo-
metrien fu¨r Ko¨rner oder andere geologische Strukturen zu generieren. Beispiele fu¨r
Clusterstrukturen im Bereich granularer Medien finden sich z.B. in COETZEE ET AL
[13] oder CHO ET AL [9].
In dieser Arbeit werden Systeme untersucht, die zuna¨chst vollsta¨ndig aus verbunde-
nen Partikeln bestehen. Es handelt sich um Festko¨rper, die auf diskrete Punkte in
Form von Partikeln aufgeteilt sind, und mit dem Schema der DEM berechnet wer-
den. Die Grundlage fu¨r die verbundenen Partikel ist das Kontaktmodell von CUNDALL
aus Abschnitt 2.1.1. Die Kontakte mit lokalen Steifigkeitsparametern mu¨ssen in der
Lage sein das globale Verformungsverhalten des Festko¨rpers abzubilden. Es han-
delt sich bei der Bestimmung der Modellparameter um eine inverse Fragestellung,
fu¨r dessen Lo¨sung in den folgenden Abschnitten zwei Methoden vorgestellt werden.
Weiterhin ist fu¨r die Simulation von Clusterstrukturen eine Aktualisierung des loka-
len Koordinatensystems in jedem Zeitschritt notwendig und wird in Abschnitt 3.1
erla¨utert.
3.1 Rotation des lokalen Koordinatensystems
Clusterstrukturen mu¨ssen sich translatorisch und rotatorisch spannungsfrei im Raum
bewegen ko¨nnen, wenn keine Randbedingungen gesetzt werden. Dafu¨r ist es not-
wendig, dass das lokale Koordinatensystem in jedem Berechnungsschritt aktuali-
siert wird. Wa¨hrend bei granularen Medien die lokalen Basisvektoren zu Beginn des
Kontaktes einmalig aufgebaut wurden, mu¨ssen diese fu¨r Festko¨rper entsprechend
der Bewegung der Partikel aktualisiert werden. Eine gleichfo¨rmige Translationsbe-
wegung der Partikel in der Clusterstruktur hat keinen Einfluss auf die Orientierung
der Basisvektoren. Kommt es jedoch zu globalen Rotationen bzw. unterschiedlichen
Translationen der Partikel, vera¨ndert sich das lokale Koordinatensystem. Betrach-
tet werden zwei Partikel eines initial verbundenen Clusterkontaktes, dessen lokales
Koordinatensystem zu einem Zeitpunkt t links in Abbildung 3.1 dargestellt ist.
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Bild 3.1: Lokales Koordinatensystem (links) und Drehung des lokalen Koordinaten-
systems um u und α (rechts)
Vera¨ndert sich die Normalenrichtung zum na¨chsten Zeitpunkt t + 1 durch eine un-
terschiedliche Translation der Kontaktpartner, ergibt sich eine Rotation fu¨r etn.
Jede Rotation im R3 kann durch eine Achse u und einen Winkel α beschrieben wer-
den, die aus der Lage der beiden Normalenvektoren der Zeitschritte gegeben sind.
Ziel ist die eindeutige Drehung der anderen beiden lokalen Einheitsvektoren ets und
ett zwischen den Zeitschritten. Die Drehung wird in der vorliegenden Arbeit mit Hil-
fe von Quaternionen erreicht, da die Darstellung von Rotationen mit Quaternionen
einige Vorteile gegenu¨ber einer Darstellung mit z.B. EULER-Winkeln bietet.
EULER-Winkel besitzen Singularita¨ten, da eine Beschreibung von vier Freiheitsgra-
den (drei Freiheitsgrade der Rotationsachse und ein Winkel) mit drei Winkeln nicht
eindeutig ist. Es kann dabei zum so genannten GIMBAL-Lock kommen. Ein weite-
rer Vorteil ist, dass bei Quaternionen vollsta¨ndig auf trigonometrische Funktionen
verzichtet werden kann. Der Rechenaufwand kann damit enorm verringert und Ab-
schneidefehler aus Reihenentwicklungen (siehe 2.4.3) reduziert werden.
Quaternionen sind ein an die komplexen Zahlen angelehnter Zahlenbereich, der nach
seinem Entdecker William Rowan HAMILTON, auch als die HAMILTON-Zahlen H be-
zeichnet wird.
Eine Quaternion q hat 4 reelle Anteile
q(q0, q1, q2, q3) (3.1)
und besteht aus einem skalaren und einem vektoriellen Teil.
q =
Skalaranteil︷︸︸︷
q0 +
Vektoranteil︷︸︸︷
q (3.2)
mit:
q = iq1 + jq2 + kq3 (3.3)
i, j und k sind dabei die Basisvektoren des R3 und bilden mit 1 gemeinsam die
Standard-Basis der Quaternionen. Fu¨r die Multiplikation der Basis-Elemente gelten
die HAMILTON-Regeln
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i2 = j2 = k2 = ijk = −1 , (3.4)
ij = k = −ji ,
jk = i = −kj und
ki = j = −ik .
Aus diesen Regeln folgt fu¨r die Multiplikation von zwei Quaternionen
q = (q0,q) = q0 + iq1 + jq2 + kq3 und
p = (p0,p) = p0 + ip1 + jp2 + kp3 ,
qp = q0p0 + q0(ip1 + jp2 + kp3) + p0(iq1 + jq2 + kq3) (3.5)
+ i2q1p1 + j
2q2p2 + k
2q3p3
+ ijq1p2 + ikq1p3 + jiq2p1 + jkq2p3 + kiq3p1 + kjq3p2
= q0p0 + q0p + +p0q
− qp
+ q× p
= q0p0 − qp︸ ︷︷ ︸
Skalaranteil
+ q0p + p0q + q× p︸ ︷︷ ︸
Vektoranteil
.
Das Ergebnis ist erneut eine Quaternion mit einem Skalar- sowie Vektoranteil. Fu¨r
weitere mathematische Grundlagen siehe z.B. KUIPERS [42] oder HORN [34].
Um die Quaternionen fu¨r die Rotationen der Basisvektoren eines Clusterkontaktes
zu nutzen, wird im Folgenden allgemein gezeigt, wie ein Vektor v um die Achse u
und den Winkel α rotiert wird. Fu¨r die Rotation von v muss der Vektor zuna¨chst als
eine reine Quaternion v in den HAMILTON-Zahlenraum H u¨berfu¨hrt werden. Dabei
entspricht der Real- bzw. Skalaranteil der Quaternion 0 und der Imagina¨r - bzw.
Vektoranteil v.
v = v0 + v = 0 + v (3.6)
Der allgemeine Operator fu¨r die Rotation einer Quaternion v mit der Rotationsqua-
ternion q lautet
v′ = qvq−1 , (3.7)
mit
q−1 = q0 − q . (3.8)
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(3.7) kann mit der Quaternionen-Multiplikation aus Gleichung (3.5) und allgemeinen
Vektoroperationen als
qvq−1 =
(
(−qv) + (q0v + q× v)
)
q−1
=
(
(−qv)q0 − (q0v + q× v)(−q)
)
+
(
(qv)q + q0(q0v + q× v)
+ (q0v + q× v)× (−q)
)
= (qv)q + q20v + q0(q× v) + (q0v)× (−q) + (q× v)× (−q)
= (qv)q + q20v + 2q0(q× v) + q× (q× v)
= (qv)q + q20v + 2q0(q× v) + (qv)q− (qq)v
= 2(qv)q + q20v + 2q0(q× v)− ‖q‖2v (3.9)
ausgeschrieben werden. Das Ergebnis ist eine reine Quaternion bzw. ein Vektor des
R3. Wa¨hlt man die Rotationsquaternion zu
q = q0 + q = cos(
α
2
) + u sin(
α
2
) (3.10)
mit
‖q‖ =
√
q20 + q
2
1 + q
2
2 + q
2
3 = 1 und ‖u‖ = 1 ,
dann entspricht der Operator aus Gleichung (3.7) bzw. (3.9) einer Drehung des
Vektors v um den Vektor u und den Winkel α. Auf diese Weise ko¨nnen die Vektoren
ets und e
t
t entsprechend der Rotation von e
t
n ermittelt werden. Dass die Quaternionen-
Rotation mit der Einheitsquaternion aus Gleichung (3.10) der Rotation - ausgedru¨ckt
durch u und α - entspricht, kann wie folgt gezeigt werden. Der Vektor v hat einen
Anteil vq in der Richtung von q bzw. u und einen Anteil vr senkrecht dazu. v wird
damit als reine Quaternion zu
v = vq + vr . (3.11)
Bei der Rotation von v mit der Rotationsquaternion aus Gleichung (3.10), ko¨nnen
die beiden Anteile getrennt betrachtet werden. Der Rotationsoperator darf keinen
Einfluss auf den Anteil vq in Richtung der Drehachse haben.
qvqq
−1 = q(0 + vq)q−1 (3.12)
= q(0 + vˆqq)q
−1
= 2vˆq(qq)q + q
2
0vˆqq + 2q0(q× (vˆqq))− ‖q‖2vˆqq
= vˆq(2‖q‖2 + q20 + 0− ‖q‖2)q
= vˆq(‖q‖2 + q20)q
= vˆqq = vq
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Gleichung (3.12) zeigt, dass vq von der Rotation unberu¨hrt bleibt und nur der Anteil
vr
qvrq
−1 = q(0 + vr)q−1 (3.13)
= 2(qvr)q + q
2
0vr + 2q0(q× vr)− ‖q‖2vr
= (q20 − ‖q‖2)vr + 2q0(q× vr)
= (q20 − ‖q‖2)vr + 2q0‖q‖(u× vr)
= (q20 − ‖q‖2)vr + 2q0‖q‖vr,⊥
= (cos2(α/2)− sin2(α/2))vr + 2 cos(α/2) sin(α/2)vr,⊥
= cos(α)vr + sin(α)vr,⊥
von der Rotation vera¨ndert wird. Das Ergebnis aus Gleichung (3.13) entspricht der
Rotation von vr in der kreisfo¨rmigen Ebene rechtwinkling zu q bzw. u um den
Winkel α (siehe Abbildung 3.2). Zusammen mit dem unvera¨nderten Anteil vq folgt
die gedrehte Quaternion bzw. der gedrehte Vektor v′.
α
u,q
v
v′ = vq + v′r
vq
vr
v′r
vr,⊥
Bild 3.2: Rotation eines Vektors v um
u und α nach z.B. KUIPERS
[42]
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R
Quaternionen
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Bild 3.3: Schematische Darstel-
lung der Rotation mittels
Quaternionen
Der aktuelle lokale Einheitsvektor in Normalenrichtung et+1n wird aus den Positionen
der Partikel des Kontaktes ermittelt. Aus dem neuen Richtungsvektor resultiert die
Drehachse u sowie der Drehwinkel α (siehe Abbildung 3.1) gegenu¨ber dem letzten
Zeitschritt.
Mit Hilfe der Quaternionen ko¨nnen daraufhin die Einheitsvektoren et+1s und e
t+1
t
zwischen den Zeitschritten effizient rotiert werden. Die Rotation ist eindeutig und
hat keine Singularita¨ten. Um die trigonometrischen Funktionen in der Rotations-
quaternion zu vermeiden, kann
cos(
α
2
) =
√
1 + cos(α)
2
=
√
1 + et+1n e
t
n
2
(3.14)
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sowie
sin(
α
2
) =
√
1− et+1n etn
2
(3.15)
eingesetzt werden. Wenn die Basisvektoren die La¨nge 1 haben, bietet das Skalarpro-
dukt die Mo¨glichkeit bei der Rotation des lokalen Koordinatensystems vollsta¨ndig
auf Sinus- sowie Kosinus-Funktionen zu verzichten. Dies bedeutet eine erhebliche
Reduktion des Berechnungsaufwandes sowie eine Verringerung der Abschneidefeh-
ler. Mit der Lage der neuen lokalen Orthonormalbasis (et+1n , e
t+1
s , e
t+1
t ) kann das
Kontaktmodell des Clusterkontaktes ausgewertet werden.
3.2 Modellierung elastischer Kontinua
In den folgenden Abschnitten wird ein Modell entwickelt, welches in der Lage ist,
das linear elastische Kontinuum mit der DEM abzubilden. Zuna¨chst wird eine regel-
ma¨ßige Anordnung der Partikel u¨ber das Kontinuum gewa¨hlt und eine symmetrische
Einheitszelle extrahiert. An dieser Zelle werden in den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3
zwei Methoden vorgestellt, mit denen die makroskopischen Materialeigenschaften in
die Modellparameter u¨berfu¨hrt werden ko¨nnen. Ziel ist jeweils die Festlegung der
Federsteifigkeiten in Abha¨ngigkeit der makroskopischen Materialparameter E und
ν.
3.2.1 Dichteste Packungslage und Einheitszelle
Fu¨r die Anordnung der Partikel wird die kubisch dichteste Packungslage gewa¨hlt.
Sie ist mit 74 % Masseanteil die dichteste Packungslage, die mit gleichgroßen Ku-
geln erreicht werden kann, und fasst das Kontinuum effizient auf diskrete Berech-
nungspunkte zusammen. Es ko¨nnen zwei gleich dichte Varianten dieser Packungslage
unterschieden werden. Eine in der zwei Schichten hexagonal angeordneter Partikel
(hexagonal dichteste Packungslage) abwechselnd aufeinander liegen und eine in der
sich die Packungslage erst nach drei Schichten (kubisch dichteste Packungslage) wie-
derholt, siehe z.B. BRAUN [5]. In Abbildung 3.4 ist die dreischichtige kubisch dichteste
Packungslage dargestellt, die auch in den folgenden Abschnitten Anwendung findet.
z
vh
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vh =

√
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
Bild 3.4: Dreischichtige kubisch dichteste Kugelpackung
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Es ist zuna¨chst notwendig aus der gewa¨hlten Anordnung eine symmetrische Ein-
heitszelle zu erzeugen, um die DEM-Modellparameter fu¨r die Packungslagerung zu
bestimmen. Dies kann nach Abbildung 3.5 geschehen. Aus vier Schichten kann nach
einer Drehung die symmetrische Einheitszelle extrahiert werden. Das Ergebnis ist
eine Zelle mit sechs halben und acht viertel Partikeln und einer Kantenla¨nge von√
8 r. Sie bildet die Grundlage fu¨r die Lo¨sung der inversen Fragestellung der Modell-
parameter.
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Bild 3.5: Ausschnitt aus der dreischichtigen dichtesten Packungslage (links) und
symmetrische Einheitszelle (rechts) mit 14 beteiligten Partikeln
3.2.2 Ermittlung der Modellparameter u¨ber eine Steifigkeitsmatrix
In diesem Abschnitt wird eine Steifigkeitsmatrix fu¨r das Partikelsystem der Einheits-
zelle aus Abbildung 3.5 aufgebaut. Dieses Vorgehen wurde von TAVAREZ und PLESHA
[77] oder LE ET AL [48] fu¨r zweidimensionale diskrete Elemente vorgestellt und wird
hier erweitert. Jeder Kontakt zwischen zwei Partikeln kann u¨ber eine Steifigkeits-
matrix
Kc =

kn −kn
ks −ks
kt −kt
−kn kn
−ks ks
−kt kt
 (3.16)
repra¨sentiert werden. In Gleichung (3.16) sind lediglich die translatorischen Frei-
heitsgrade der Partikel beru¨cksichtigt - die Rotationen werden fu¨r die Herleitung in
diesem Abschnitt vernachla¨ssigt. Der Einfluss der zusa¨tzlichen Freiheitsgrade wird
in Abschnitt 3.4.4 untersucht.
Werden alle Kontakte mit Hilfe der Rotationsmatrix in globale Koordinaten trans-
fomiert und in einer Steifigkeitsmatrix Kez assembliert, gilt fu¨r diese der Zusam-
menhang
Kezvez = pez . (3.17)
Darin sind vez der Vektor der Verschiebungsfreiwerte und pez der Lastvektor. Kez
ist dem Anhang A zu entnehmen. Die 14 Partikel der Einheitszelle haben insgesamt
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42 Verschiebungsfreiheitsgrade, die je nach Belastung voneinander abha¨ngig sind.
Wird beispielsweise eine konstante Spannung σxx aufgebracht, kann vez mit Hilfe
einer Transformationsmatrix T auf drei Freiheitsgrade zu
vred =
u7,xu6,y
u14,z
 = TTvez = TT

u1,x
u1,y
u1,z
u2,x
. . .
u14,z
 (3.18)
reduziert werden. T kann dem Anhang A entnommen werden und ist nur gu¨ltig
fu¨r den einachsialen Spannungszustand. Die Steifigkeitsmatrix sowie der Lastvektor
ko¨nnen ebenfalls mit Hilfe von T auf die drei Freiheitsgrade reduziert werden, so
dass sich ein Gleichungssystem
TTKezTvred = T
Tpez (3.19)
bzw. 8kn + 4ks + 4kt 4kn − 4ks 4kn − 4kt4kn − 4ks 8kn + 6ks + 2kt 4kn − 2ks − 2kt
4kn − 4kt 4kn − 2ks − 2kt 8kn + 2ks + 6kt
u7,xu6,y
u14,z
 =
16r2σxx0
0

fu¨r die Einheitszelle unter einachsialer Spannung in x-Richtung ergibt. Fu¨r linear
elastisches und vollsta¨ndig isotropes Materialverhalten nach HOOKE gilt in diesem
Fall
εxx =
σxx
E
, εyy = −ν σxx
E
und εzz = −ν σxx
E
. (3.20)
Dru¨ckt man die Verzerrungen
εxx =
2u7,x√
8 r
, εyy =
2u6,y√
8 r
und εzz =
2u14,z√
8 r
, (3.21)
mit den Freiheitsgraden des reduzierten Systems aus, ko¨nnen die Verschiebungen
aus dem Gleichungssystem (3.19) durch
u7,x =
√
8 r σxx
2E
,
u6,y = −
√
8 r ν σxx
2E
und (3.22)
u14,z = −
√
8 r ν σxx
2E
ersetzt werden. Das Gleichungssystem (3.19) kann nun mit Hilfe der Gleichungen
(3.22) nach den Federsteifigkeiten kn, ks und kt aufgelo¨st werden, um diese in Ab-
ha¨ngigkeit der Materialparameter E und ν zu definieren.
kn =
√
2 E r
2(1− 2ν) und ks = kt =
√
2 E r(1− 3ν)
2(1− 2ν2 − ν) . (3.23)
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Diese Federsteifigkeiten fu¨r die kubisch dichteste Packungslage wurden auch auf an-
derem Wege von z.B. WANG und MORA [83] gefunden und haben zwei Grenzen fu¨r die
Querdehnzahl ν. Es existiert zum Einen die Obergrenze ν = 0,5, die als Inkompressi-
bilita¨t auch aus anderen Anwendungen bekannt ist. Zusa¨tzlich ergibt sich eine zweite,
geringere Obergrenze fu¨r ν = 1/3, fu¨r die sich die Scherfedern zu null ergeben. Nega-
tive Steifigkeiten ko¨nnen zu Instabilita¨ten fu¨hren. Eine genauere Untersuchung folgt
in Abschnitt 3.4. Diese unphysikalischen Obergrenzen ergeben sich aus der Geome-
trie der Partikelanordnung und wurden in vielen anderen Arbeiten sowohl fu¨r 2D als
auch 3D Anwendungen gefunden, siehe z.B. GIFFITHS und MUSTOE [30], TAVAREZ und
PLESHA [77] oder LI ET AL [49]. Die Federsteifigkeiten aus Gleichung (3.23) sind fu¨r
den Fall des einachsialen Spannungszustandes ermittelt. Schubverformungen werden
bisher nicht beru¨cksichtigt. Es mu¨sste fu¨r jeden Spannungszustand u¨berpru¨ft wer-
den ob die hier ermittelten Federsteifigkeiten unvera¨ndert bleiben. Sollte dies nicht
der Fall sein, liegt eine Form der Anisotropie vor, die in dieser Arbeit nicht verfolgt
werden soll. Da diese Art der Herleitung abha¨ngig von der aufgebrachten Last ist,
wird im folgenden Abschnitt ein allgemeinerer Ansatz vorgestellt, der zeigt, dass die
Federsteifigkeiten nach Gleichung (3.23) fu¨r ν > 0 zu kubischer Anisotropie fu¨hren.
3.2.3 Ermittlung der Modellparameter u¨ber das elastische Potential
Die Federsteifigkeiten ko¨nnen, unabha¨ngig von der Belastung, mit Hilfe der in der
Einheitszelle gespeicherten Forma¨nderungsenergie ermittelt werden. Ansa¨tze dieser
Art wurden auch in anderen Arbeiten verfolgt. Die Methode wird fu¨r zweidimen-
sionale diskrete Elemente von GIFFITHS und MUSTOE [30] entwickelt und in anderen
Arbeiten auch auf dreidimensionale Anwendungen u¨bertragen, siehe z.B. KAIXIN und
LINGTIAN [39] oder LI ET AL [49].
Standard Einheitszelle
Im Sinne einer allgemeinen Gu¨ltigkeit sowie einer kompletten Richtungsunabha¨ngig-
keit werden in dieser Arbeit zwei Bedingungen vorausgesetzt. Zum Einen sollen alle
Kontakte zwischen Partikeln der Packungslage dieselben Federsteifigkeiten haben.
In anderen Arbeiten werden Kontakte vor der Ermittlung des elastischen Potentials
in Kategorien eingeteilt, siehe z.B. ZANG ET AL [88] oder GAO ET AL [27], was in dieser
Arbeit aufgrund der symmetrischen Einheitszelle vermieden werden kann. Weiterhin
sollen die Steifigkeiten der Scherfedern in einem Kontakt immer identisch sein. Diese
Forderung ist physikalisch motiviert, da die Steifigkeit in einer homogenen Schub-
fla¨che in alle Richtungen gleich sein muss. Zusa¨tzlich ergibt sich dadurch, dass die
urspru¨ngliche Orientierung der Scherfedern eines Kontaktes nicht relevant fu¨r das
Verhalten des Festko¨rpers ist. Auf diese Weise wird eine vollsta¨ndige Richtungsu-
nabha¨ngigkeit des Modells erreicht. Die zweite Forderung wird in vielen Arbeiten
nicht gestellt, sodass die Federsteifigkeiten in einer Schubebene unterschiedlich sind
und das Modell immer anwendungsbezogen auf die Aufgabenstellung erzeugt wer-
den muss, siehe z.B. KAIXIN und LINGTIAN [39] oder ZANG ET AL [88]. Im Folgenden
wird nun die Energie, die in der Einheitszelle aus Abbildung 3.5 gespeichert ist,
43
zusammengefasst. Mit der in einer Feder gespeicherten Energie
Πk =
1
2
kδ2 , (3.24)
ergibt sich die Forma¨nderungsenergie in einem Kontakt zu
Πc =
1
2
kijn δ
2
n +
1
2
kijs δ
2
s +
1
2
kijt δ
2
t
= 2r2
(
kijn (ε
ij
nn)
2 + kijs (ε
ij
ns)
2 + kijt (ε
ij
nt)
2
)
, (3.25)
worin die lokalen Verzerrungen mit
εnn =
δn
2r
, εns =
δs
2r
und εnt =
δt
2r
(3.26)
definiert werden und aufgrund der Forderung der richtungsunabha¨ngigen Scherfla¨-
che ks = kt gilt. Um alle Kontakte der Zelle aufzusummieren, werden die lokalen
Verzerrungen u¨ber
εijlo = R
ijεgl(R
ij)T (3.27)
mit den globale Verzerrungen beschrieben. Die Summe aller Kontakte, wobei Kon-
takte auf dem Rand der Einheitszelle nur mit dem Faktor 1/2 beru¨cksichtigt werden,
folgt die gespeicherte Forma¨nderungsenergie in der Einheitszelle
Πez =
∑
c
Πc . (3.28)
Πez wird durch das Volumen der Zelle geteilt, um eine Energiedichte eez zu erhalten,
die mit der Energiedichte des Kontinuums
ekonti =
1
2
σ : ε =
1
2
(C : ε) : ε (3.29)
verglichen werden kann. Leitet man die Energiedichten nach einer Verzerrung ab,
∂e
∂εij
= Cijklεkl = σij , (3.30)
erha¨lt man die konjugierte Spannung. Das Ergebnis der Gleichung (3.30) fu¨r ekonti
sind Verzerrungen mit Faktoren, die den Eintra¨gen des Elastizita¨tstensors entspre-
chen. Wertet man die Gleichung (3.30) fu¨r eez aus, erha¨lt man die globalen Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen,
∂eez
∂εxx
= σxx =
√
2
2r
(kn + ks)εxx +
√
2
4r
(kn − ks)εyy +
√
2
4r
(kn − ks)εzz (3.31)
∂eez
∂εyy
= σyy =
√
2
2r
(kn + ks)εyy +
√
2
4r
(kn − ks)εxx +
√
2
2r
(kn − ks)εzz (3.32)
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∂eez
∂εzz
= σzz =
√
2
2r
(kn + ks)εzz +
√
2
4r
(kn − ks)εxx +
√
2
4r
(kn − ks)εyy (3.33)
1
2
(
∂eez
∂εxy
+
∂eez
∂εyx
)
= τxy =
√
2
4r
(kn + ks)(εxy + εyx) =
√
2
4r
(kn + ks)γxy (3.34)
1
2
(
∂eez
∂εxz
+
∂eez
∂εzx
)
= τxz =
√
2
4r
(kn + ks)(εxz + εzx) =
√
2
4r
(kn + ks)γxz (3.35)
1
2
(
∂eez
∂εyz
+
∂eez
∂εzy
)
= τyz =
√
2
4r
(kn + ks)(εyz + εzy) =
√
2
4r
(kn + ks)γyz , (3.36)
deren Koeffizienten in einem Elastizita¨tstensor
CDEM =

Cˆ1 Cˆ2 Cˆ2
Cˆ2 Cˆ1 Cˆ2
Cˆ2 Cˆ2 Cˆ1
Cˆ3
Cˆ3
Cˆ3

, worin (3.37)
Cˆ1 =
√
2
2r
(kn + ks), Cˆ2 =
√
2
4r
(kn − ks) und Cˆ3 =
√
2
4r
(kn + ks) ,
zusammengefasst werden ko¨nnen. CDEM hat, wie der Elastizita¨tstensor des linear
elastischen und isotropen Materials nach HOOKE, drei Eintra¨ge. Der Vergleich der
Eintra¨ge ermo¨glicht die Ermittlung der Federsteifigkeiten in Abha¨ngigkeit von E
und ν. Die Elastizita¨tstensoren haben je drei Eintra¨ge, es ko¨nnen jedoch nur zwei
Parameter angepasst werden. Die Ermittlung von kn und ks anhand der Eintra¨ge
Cˆ1 und Cˆ2 ergibt die Federsteifigkeiten aus Abschnitt 3.2.2, Gleichung (3.23).
Der Anisotropiefaktor
Λ =
2 Cˆ3
Cˆ1 − Cˆ2
(3.38)
ergibt einen Wert von Λ = 1 fu¨r vollsta¨ndig isotrope Eigenschaften. Wird Gleichung
(3.38) fu¨r den Tensor CDEM ausgewertet, ergibt sich ein Wert
Λ =
0,5kn + 0,5ks
0,25kn + 0,75ks
{
1, wenn kn = ks
6= 1, (3.39)
der nur fu¨r den Sonderfall kn = ks gleich 1,0 ist. Das bedeutet, dass der Eintrag
Cˆ3 nur dann dem des vollsta¨ndig isotropen Kontinuums entspricht, wenn die Quer-
dehnzahl ν = 0 ist und damit kn = ks. Fu¨r jeden Fall ν > 0 hat das diskrete Modell
kubisch anisotrope Eigenschaften. Um dieses Pha¨nomen unter der anfangs genann-
ten Voraussetzung, dass die Scherfedern gleich sein sollen, zu verhindern, wird im
Folgenden eine verbesserte Einheitszelle vorgestellt.
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Modifizierte Einheitszelle
In der kubisch dichtesten Packungslage gibt es zwei Arten von Lu¨cken zwischen
den Partikeln. Es gibt Tetraederlu¨cken (z.B. zwischen den Partikeln 2, 5, 6 und
7) und etwas gro¨ßere Oktaederlu¨cken (z.B. zwischen den Partikeln 2, 3, 5 und 7).
Werden die Oktaederlu¨cken der Packungslage mit Partikeln, die einen Radius der
halben Lu¨ckengro¨ße aufweisen, gefu¨llt, entsteht eine Einheitszelle wie in Abbildung
3.6 abgebildet.
7
2
6
5
r
rokt = (
√
2− 1)r
3
Bild 3.6: Symmetrische Einheitszelle mit gefu¨llten Oktaederlu¨cken
Zwischen den gro¨ßeren schichtweise hexagonal angeordneten Partikeln und den lu¨-
ckenfu¨llenden kleineren Partikeln entstehen zusa¨tzliche Kontakte. Alle Kontakte ha-
ben dieselbe Steifigkeit kn in Normalenrichtung. Kontakte zwischen den urspru¨ngli-
chen Partikeln (h-h-Kontakte) behalten die Federsteifigkeiten ks in der Scherebene.
Die Kontakte mit den kleineren Partikeln (h-o-Kontakte) erhalten Scherfedern der
Gro¨ße kokt. Die Gleichung (3.28) wird um die Energieanteile der zusa¨tzlichen Kon-
takte erweitert, sodass die Energie in der Einheitszelle zu
Πez =
∑
h−h
2 r2
(
kijn (ε
ij
nn)
2 + kijs (ε
ij
ns)
2 + kijs (ε
ij
nt)
2
)
+
∑
h−o
1
2
(r + rokt)
2
(
kijn (ε
ij
nn)
2 + kijokt(ε
ij
ns)
2 + kijokt(ε
ij
nt)
2
)
(3.40)
folgt. Differenzieren der Energiedichte fu¨hrt auf einen neuen Elastizita¨tstensor mit
ebenfalls drei Eintra¨gen
Cˆ1 =
√
2
4r
(4kn+2ks) , Cˆ2 =
√
2
4r
(kn−ks) und Cˆ3 =
√
2
4r
(kn+ks+kokt) . (3.41)
Der Anisotropiefaktor
Λ =
2 Cˆ3
Cˆ1 − Cˆ2
=
2kn + 2ks + 2kokt
3kn + 3ks
{
1, wenn 2kokt = kn + ks
6= 1, (3.42)
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zeigt, dass die Einheitszelle zwei unaba¨ngige Steifigkeiten kn und ks sowie eine Line-
arkombination kokt besitzt. Das bedeutet, dass es zwei unabha¨ngige Parameter gibt,
um E und ν anzupassen, und einen dritten Parameter, damit die drei Tensoreintra¨ge
wiedergegeben werden ko¨nnen. Auf diese Weise kann vollsta¨ndig isotropes Material
abgebildet werden. Die drei Gleichungen
E(1− ν)
(1 + ν)(1− 2ν)
!
=
√
2
4r
(4kn + 2ks) ,
νE
(1 + ν)(1− 2ν)
!
=
√
2
4r
(kn − ks) und (3.43)
E
2(1 + ν)
!
=
√
2
4r
(kn + ks + kokt)
fu¨hren auf die Federsteifigkeiten
kn =
√
2 E r
3(1− 2ν) ,
ks =
√
2 E r(1− 5ν)
3(1− 2ν2 − ν) und (3.44)
kokt =
√
2 E r
3(1 + ν)
.
Die Federsteifigkeiten haben erneut eine Grenze fu¨r die Querdehnzahl von ν = 0,2,
bei der die Scherfedern ks der h-h-Kontakte null ergeben. Die Bedeutung und Aus-
wirkung negativer Steifigkeiten wird in Abschnitt 3.4 untersucht. Mit den Feder-
steifigkeiten aus Gleichung (3.44) kann elastisches, vollsta¨ndig isotropes Material in
einem DEM Modell abgebildet werden. Die Anwendbarkeit und Gu¨te des Modells
wird in den folgenden Abschnitten validiert.
3.3 Validierung
In den folgenden Abschnitten werden zwei ausgewa¨hlte Strukturen, fu¨r die eine Re-
ferenzlo¨sung vorliegt, mit einer Lo¨sung des DEM Modells verglichen. Der Einfluss
der Modellgro¨ße sowie die kritischen Zeitschrittweiten werden herausgearbeitet und
bewertet. Ziel ist die Sicherstellung der Eignung des Modells hinsichtlich der Berech-
nung von Festko¨rpern unter verschiedenen a¨ußeren Einwirkungen.
3.3.1 Wu¨rfel
Als erstes Beispiel wird ein Wu¨rfel untersucht. Es werden drei unterschiedliche Span-
nungszusta¨nde aufgebracht, um das vollsta¨ndig isotrope Verhalten zu validieren. In
Abschnitt 3.3.1.4 wird am Beispiel des Wu¨rfels auf die kritische Zeitschrittweite von
Simulationen hochfester Materialien eingegangen.
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3.3.1.1 Einachsiale Spannung
σzz
h
z
x
y
σˆzz = −2,5 · 108 [N/m2]
h = 0,2 [m]
E = 5 · 1010 [N/m2]
ν = 0− 0,2 [−] σˆzz
t1t1 = 4 [s]
σzz
t
Bild 3.7: UHPC-Wu¨rfel unter quasistatischer einachsialer Spannung
Der Wu¨rfel wird in der ersten Belastungssituation zwa¨ngungsfrei an drei Seiten
jeweils in der Fla¨chennormalenrichtung gelagert und einachsial mit einer Druck-
spannung in z-Richtung belastet. Die Lagerung erfolgt durch ein zu null Setzen
der entsprechenden Beschleunigung aller Partikel der hexagonalen Schichten des
Randes nach der Auswertung der Bewegungsgleichungen. Das dadurch entstehende
Ungleichgewicht am Partikel entspricht der jeweiligen Auflagerkraft. In Abbildung
3.7 ist der Wu¨rfel bestehend aus vier Einheitszellen in jede Richtung (729 Partikel)
dargestellt. Da eine Simulation mit der DEM immer im Zeitbereich erfolgt, wird
die Last mit einer kubischen Verlaufsfunktion langsam gesteigert, um eine dyna-
mische Anregung zu vermeiden. Nachdem die Last vollsta¨ndig aufgebracht ist, wird
ein kurzer Zeitraum unter konstanter Spannung simuliert, um eventuell aufgetretene
Schwingungen abklingen zu lassen.
Bei der vorliegenden zwa¨ngungsfreien Lagerung lautet die analytische Referenzlo¨-
sung fu¨r die Verzerrungen, nach vollsta¨ndiger Lastaufbringung,
εzz,ref =
σzz
E
= −5 · 10−3 [−] sowie
εxx,ref = εyy,ref = −ν εzz,ref . (3.45)
Die Diagramme 3.8 und 3.9 zeigen das Ergebnis der Verzerrungen fu¨r verschieden
viele Einheitszellen bzw. Partikel. Die Verzerrungen der DEM Lo¨sung werden u¨ber
die gemittelten Partikelverschiebungen des Randes bezogen auf die Kantenla¨nge de-
finiert. In den Abbildungen 3.8 und 3.9 ist die Konvergenz der Ergebnisse gegen
die Referenzlo¨sung aus Gleichung (3.45) dargestellt. Fu¨r jede Verfeinerung durch
Halbieren der Partikelgro¨ße verringert sich der relative Fehler um eine halbe Gro¨-
ßenordnung. In Diagramm 3.9 sind die Absolutwerte der transversalen Verzerrungen
angegeben, da fu¨r die Referenzlo¨sung bei ν = 0 eine Darstellung der Relativfehler
nicht mo¨glich ist. Die Lo¨sung fu¨r unterschiedliche Querdehnzahlen streben jeweils
gegen den auf der y-Achse aufgetragenen Referenzwert.
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Bild 3.9: Trasversale Verzerrungen
εxx und εyy
Fehler in der Lo¨sung der Berechnung haben mehrere Ursachen. Neben den nume-
risch bedingten Fehlern, die in Abschnitt 2.4 dargestellt sind, gibt es Modellfeh-
ler. Alle U¨berlegungen in den Herleitungen sind am unverformten System gemacht
worden. Die Richtungen der Kontakte innerhalb der Packungslage vera¨ndern sich
jedoch wa¨hrend der Simulation durch die Verzerrung der Strukturen. Da eine Si-
mulation mit der DEM immer im Zeitbereich erfolgt und in jedem Zeitschritt die
neue Referenzkonfiguration des vorangegangenen Zeitschrittes gilt, ko¨nnen Fehler
bei großen Verzerrungen bzw. stark vera¨nderten Konfigurationen auftreten. Wa¨h-
rend große Verschiebungen aufgrund der Betrachtungsweise mo¨glich sind, basiert die
DEM auf der Annahme, dass die U¨berlappungen der Partikel klein gegenu¨ber der
Radii sind. Es werden also kleine Verzerrungen vorausgesetzt.
Ein weiterer Modellfehler sind die Kanten und Ecken des Wu¨rfels. Die Modellpara-
meter aus Abschnitt 3.2.3 wurden fu¨r das Materialgebiet hergeleitet. An Ra¨ndern
ergeben sich jedoch Abweichungen zum Elastizita¨tstensor des Kontinuums. Eine
genauere Untersuchung der Ra¨nder erfolgt in Abschnitt 3.4. Als weitere mo¨gliche
Fehlerquelle sind die Rotationsfreiheitsgrade der Partikel zu nennen. Diese sind in
der klassischen Kontinuumsmechanik nicht vorhanden und somit fu¨r das daran her-
geleitete diskrete Festko¨rpermodell auch nicht notwendig. Da die Rotationen fu¨r die
Kontaktmechanik der granularen Medien und damit auch fu¨r den Kontakt von auf-
gebrochenen Festko¨rpern, siehe Kapitel 4, wichtig sind, werden diese auch im DEM
Modell fu¨r Festko¨rper beru¨cksichtigt. Der Einfluss und die Auswirkungen der Mit-
nahme dieser zusa¨tzlichen Freiwerte werden in Abschnitt 3.4.4 untersucht. Vergleicht
man die Graphen fu¨r ν = 0,0 und ν = 0,2 in Abbildung 3.8, wird deutlich, dass sich
der maßgebliche Fehler bei Verfeinerung der Einheitszellen a¨ndert, da die Graphen
sich schneiden. Werden die Rotationsfreiheitsgrade vernachla¨ssigt, tritt dieser Effekt
nicht auf, siehe Abschnitt 3.4. Die Rotationsfreitsgrade haben demnach vor allem fu¨r
grobe Auflo¨sungen des Kontinuums einen großen Anteil am Fehler. Eine genauere
Betrachtung erfolgt in Abschnitt 3.4.4.
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3.3.1.2 Schubspannung
Als zweiter Belastungszustand wird eine reine Schubspannung auf den Wu¨rfel aufge-
bracht, um den Eintrag Cˆ3 des Elastizita¨tstensors anzusprechen. Der reine Schubzu-
stand wird erreicht, in dem der Wu¨rfel an der Unterseite in alle Richtungen gehalten
und auf drei Seiten entsprechend Abbildung 3.10 belastet wird. Fu¨r die Spannungen
gilt σxz = σzx = τxz = 2,5·108 [N/m2]. Auch in diesem Beispiel wird die Last mit einer
Verlaufsfunktion gesteigert, um eine quasistatische Belastungssituation zu erreichen.
σzx
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σxz σxz
h
Bild 3.10: UHPC-Wu¨rfel bei
quasistatischer
Schubbeanspruchung
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Bild 3.11: Relativer Fehler der Schub-
verzerrungen γxz
Die Referenzlo¨sung fu¨r die Schubverzerrungen,
γxz,ref =
2 (1 + ν)
E
τxz = 10
−2 (1 + ν) , (3.46)
ist abha¨ngig von der Querdehnzahl. Der relative Fehler fu¨r verschiedene Querdehn-
zahlen ist im Diagramm 3.11 angegeben. Die Ergebnisse konvergieren fu¨r eine feinere
Auflo¨sung des Wu¨rfels gegen die Referenzlo¨sung.
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3.3.1.3 Mehrachsialer Spannungszustand
Die dritte Belastungssituation ist ein mehrachsialer Druckzustand nach Abbildung
3.12. Hierbei wird in den drei Raumrichtungen jeweils eine Spannung σxx = σyy =
σzz = −2,5 · 108 [N/m2] aufgegeben. Die Referenzlo¨sung fu¨r die Verzerrungen nach
vollsta¨ndiger Lastaufbringung,
εzz,ref =
σzz
E
− ν σyy
E
− ν σxx
E
= −5 · 10−3 (1− 2 ν) , (3.47)
setzt sich aus den drei Spannungsanteilen zusammen und ist fu¨r alle Raumrichtungen
gleich. Der relative Fehler fu¨r εzz ist in Abbildung 3.13 angegeben.
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Bild 3.12: UHPC-Wu¨rfel bei qua-
sistatischer dreiachsialer
Spannung
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Bild 3.13: Relativer Fehler der Verzer-
rungen εzz = εxx = εyy
Durch die gleichfo¨rmige Belastung in allen drei Achsen entstehen an den Kanten
und Ecken des Wu¨rfels geringere abtreibende Wirkungen aus geometriebedingten
Schubkra¨ften (siehe Abschnitt 3.4), sodass diese Stellen einen geringeren Einfluss
auf den Gesamtfehler haben. Das Fehlerniveau ist dadurch insgesamt niedriger und
das Ergebnis konvergiert fu¨r feinere Auflo¨sungen des Kontinuums gegen die Refe-
renzlo¨sung.
Das Modell ist in der Lage ein- und mehrachsiale sowie Schubspannungen fu¨r line-
ar elastisches, vollsta¨ndig isotropes Material abzubilden. Das Verhalten bei großen
Verschiebungen sowie Rotationen wird in Abschnitt 3.3.2 untersucht.
3.3.1.4 Kritische Zeitschrittweiten
Die kritische Zeitschrittweite fu¨r das verwendete Lo¨sungsverfahren ist in Abschnitt
2.4.4 angegeben. Folgendes Diagramm 3.14 gibt einen U¨berblick u¨ber die kritischen
Zeitschrittweiten fu¨r verschiedene Materialsteifigkeiten und Partikelgro¨ßen fu¨r den
Wu¨rfel aus den vorangegangenen Abschnitten.
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Bild 3.14: Kritische Zeitschrittweiten fu¨r unterschiedliche E-Moduli und
Partikelgro¨ßen
Das Diagramm 3.14 zeigt, dass fu¨r hochfeste Materialien wie UHPC die erforderliche
Zeitschrittweite fu¨r eine feinere Auflo¨sung des Kontinuums sehr gering wird. ∆tkr
ist aufgrund der hohen Steifigkeit des Materials sehr niedrig und linear abha¨ngig
vom Radius der Partikel. Die Simulation von großen Zeitspannen ist deswegen nur
bedingt mo¨glich. Fu¨r quasistatische Belastungen von Festko¨rpern kann ein Hochska-
lieren der Masse die Frequenz verringern und damit gro¨ßere Zeitschritte ermo¨glichen,
siehe z.B. CUNDALL [14]. In den folgenden Kapiteln wird jedoch auch das Nachbruch-
verhalten von Beton untersucht. Die Einflu¨sse aus Tra¨gheit sind bei diesen Prozessen
von großer Bedeutung und eine numerisch motivierte Erho¨hung der Massen wu¨rde
die Ergebnisse unbrauchbar machen. Der Zeitraum, der bei diesen Simulationen un-
tersucht werden kann, ist also durch die sehr kleinen Zeitschritte begrenzt. Zum
Einen wird der Berechnungsaufwand sehr groß und zum Anderen kommen bei einer
hohen Anzahl an Zeitschritten Effekte der Rechnerungenauigkeit zum Tragen, siehe
Abschnitt 2.4.3.
Die Verwendung einer feineren Auflo¨sung des Kontinuums fu¨hrt aufgrund der klei-
neren Frequenzen im System zu kleineren Zeitschritten. Hierbei gilt ein linearer
Zusammenhang
∆t ∝ r , (3.48)
zwischen dem Radius und der maximalen Zeitschrittweite. Zusa¨tzlich vervielfachen
sich die Anzahl der auszuwertenden Kontakte und Partikel in jedem Zeitschritt. Der
Berechnungsaufwand steigt also fu¨r eine gegebene Struktur bei ansteigender Feinheit
ez mit einem Faktor
ζ ∝ ez4 (3.49)
an. Wa¨hrend die Auswertung vieler Kontakte und Partikel in einem Zeitschritt durch
Parallelisieren der Kontaktauswertung gut skalierbar ist, erho¨hen zusa¨tzliche Zeit-
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schritte durch die Verringerung von r bzw. ∆t den Berechnungsaufwand maßgeblich.
Wa¨hrend die Zeitskala sequentiell ablaufen muss, kann die ra¨umliche Skala paral-
lelisiert werden werden, da die DEM mit einem expliziten Lo¨sungsverfahren keine
Lo¨sung eines Gleichungssystem erfordert. Es gilt also das Material nur so fein wie es
fu¨r die Abbildung der Pha¨nomene der untersuchten Skala notwendig ist auf Partikel
zusammenzufassen, um la¨ngere Zeitbereiche untersuchen zu ko¨nnen.
3.3.2 EULER Elastica
Jakob BERNOULLI formulierte die Fragestellung der Elastica erstmalig 1691 und stell-
te 1692 eine erste Lo¨sung vor, die er 1694 publizierte. Erst 1742 diskutierte Daniel
BERNOULLI in [4] mit EULER u¨ber Variationsrechnung, was zu EULERs Vero¨ffentli-
chung u¨ber die Elastica 1744 fu¨hrte. Aufbauend auf die Werke der Bernoullis stellte
er seine Lo¨sung im Anhang von [25] vor. Die Elastica werden heute in der Regel
mit dem Namen EULER in Verbindung gebracht, obwohl Jakob BERNOULLI bereits 50
Jahre eher bei den Gleichungen fu¨r die Lo¨sung angekommen war.
Einer der bekanntesten Fa¨lle der Elastica ist der
”
Pin-Pin Elastica“. Der zweiseitig
gelenkig gelagerte, auch als EULER Knickstab bekannte Fall, wird in diesem Abschnitt
untersucht. Das vollsta¨ndig geometrisch nichtlineare Verhalten der Elastica bietet ei-
ne gute Mo¨glichkeit, das DEM Modell hinsichtlich großer Verschiebungen bzw. Rota-
tionen zu validieren. Aufgrund der aktualisierten LAGRANGE’schen Betrachtungsweise
der DEM hat die Methode fu¨r Strukturen keine Begrenzungen fu¨r Verschiebungen
oder Rotationen. Um dies zu u¨berpru¨fen, wird der Elastica-Stab aus Abbildung 3.15
mit insgesamt 2 · 4 · 60 = 480 Einheitszellen und damit 5445 Partikeln aufgelo¨st und
geschwindigkeitsgesteuert in seiner La¨ngsachse belastet.
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Bild 3.15:
”
Pin-Pin EULER Elastica“
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Bild 3.16: Verlaufsfunktionen
Zu Beginn der Berechnung wird eine Imperfektion entlang der Stabachse, in Form
einer Linienlast in z-Richtung, aufgebracht, um ein schlagartiges Eigenwertknicken
zu verhindern. Die Bewegung in Stabla¨ngsachse beginnt bei t = 40 [s]. Zu diesem
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Zeitpunkt wurde die Imperfektion fast vollsta¨ndig aufgebracht, um einen stetigen
U¨bergang der Belastungen zu schaffen. Die Imperfektionslast wird, nachdem der
Knickvorgang begonnen hat, wieder abgebaut, um die Ergebnisse fu¨r die seitliche
Auslenkung nicht zu beeinflussen. Die Verlaufsfunktionen der Belastungen sind im
Diagramm 3.16 dargestellt. Ab dem Erreichen der maximalen Belastungsgeschwin-
digkeit von u˙ = 0,075 [m/s] bei t = 200 [s] bleibt diese bis zum Ende der Simulati-
onszeit tmax = 300 [s] konstant.
Die Lagerungen an den Stabenden werden wa¨hrend der Simulation insgesamt um die
2,4-fache Stabla¨nge aufeinander zu bewegt und durchdringen sich somit. Ein mo¨g-
licher Kontaktvorgang beim Aufeinandertreffen der Lager wird hier ausgeschlossen,
indem nur initial verbundene Kontakte beru¨cksichtigt werden. Kollisionen werden
nicht aufgesucht bzw. ausgewertet. Diese Vereinfachung macht aus der Aufgabe zu-
na¨chst ein zweidimensionales System in der x-z-Ebene. Das Diagramm 3.17 zeigt die
seitliche Auslenkung w des Stabes, aufgetragen u¨ber die achsiale Verschiebung u in
x-Richtung.
0,5 1 1,5 2
0
0,2
0,4
a b
c
u/l [−]
w
/l
[−
]
DEM Lo¨sung
Referenzlo¨sung [47, 79]
Bild 3.17: Seitliche Auslenkung
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Bild 3.18: Vertikale Lagerkraft
Die Referenzlo¨sung fu¨r einzelne Verformungszusta¨nde im u¨berkritischen Bereich
nach TIMOSHENKO und GERE [79] oder KUZNETSOV und LEVYAKOV [47] sind als Punk-
te im Diagramm 3.17 angegeben und stimmen sehr gut mit den Ergebnissen der
DEM-Simulation u¨berein. Kleine Abweichungen im Diagramm resultieren aus der
Schubweichheit des DEM-Modells, da die Referenzlo¨sungen absolute Schubstarrheit
bzw. reine Biegetragwirkung voraussetzen. Der Einfluss der Schubweichheit des ge-
wa¨hlten Querschnitts auf das Verformungsverhalten ist jedoch sehr gering. Die Zu-
sta¨nde der Verformung zu den Referenzpunkten a, b und c sind in Abbildung 3.19
dargestellt.
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Bild 3.19: Verformung der
”
Pin-Pin EULER Elastica“ im u¨berkritischen Bereich
Das Diagramm 3.18 zeigt die Lagerkraft an den Stabenden wa¨hrend der Simulation.
Das destabilisierende nichtlineare Verhalten beim Erreichen der Knicklast
fkr =
pi2 EI
l2
(3.50)
ist erkennbar. Die Lagerkraft geht erwartungsgema¨ß u¨ber diesen Wert hinaus und
steigt nichtlinear an, da große Verschiebungen und Rotationen abgebildet werden
ko¨nnen. Zu Beginn der Simulation ist die Lagerkraft von der Imperfektionslast be-
einflusst. Aufgrund des Einha¨ngens des Stabes entstehen auch Zugkra¨fte in den
Lagern, die jedoch mit dem Beginn der La¨ngsbelastung u¨berdru¨ckt werden, bis die
Imperfektionslast wieder abgebaut wird.
Im grau hinterlegten Bereich des Diagramms 3.17 kommt es am Ende der Simulation
zu einer Anregung der Struktur. Diese resultiert aus einem sekunda¨ren Stabilita¨ts-
versagen des Stabes in y-Richtung, welches in Abbildung 3.20 dargestellt ist. Da fu¨r
diese Eigenform keine Imperfektion aufgebracht wurde, ist der Knickvorgang schlag-
artig und versetzt die Struktur in eine freie Schwingung. Abbildung 3.21 zeigt die
seitlichen Auslenkungen in y- Richtung des Stabes.
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Stabilita¨tsversagen
0,8 1,6
0
0.1
u/l [−]
v /
l
[−
]
DEM Lo¨sung
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Die Verschiebungen v in der Mitte sind 0, da die sekunda¨re Versagensform punkt-
symmetrisch ist. Als repra¨sentative Punkte fu¨r die seitlichen Verschiebungen sind
deshalb in y-Richtung die Drittelspunkte gewa¨hlt.
In einem zweiten Beispiel erfolgt nun eine realita¨tsna¨here Betrachtung der
”
Pin-Pin
EULER Elastica“. Es wird beru¨cksichtigt, dass die Enden des Stabes kollidieren ko¨nn-
ten, wenn der Stab um seine komplette La¨nge u¨berdru¨ckt wird. Um den Kontakt zu
vermeiden und gleichzeitig ein unphysikalisches Durchdringen auszuschließen, wer-
den die Enden in diesem Beispiel aneinander vorbeigefu¨hrt. Die geschwindigkeitsba-
sierte Belastung aus Abbildung 3.16 wird dahingehend erweitert, dass die Endpunkte
wa¨hrend der vertikalen Bewegung um die Stabla¨nge von 6 [m] auch eine horizontale
Bewegung in y-Richtung um 0,25 [m] (oben) bzw. −0,25 [m] (unten) erfahren.
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Bild 3.22: Seitliche Auslenkung in z-
Richtung
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Bild 3.23: Seitliche Auslenkung in y-
Richtung
Das Ergebnis fu¨r die Auslenkungen in z- und y-Richtung, aufgetragen u¨ber die verti-
kale Verschiebung, ist in den Abbildungen 3.22 und 3.23 dargestellt. Zum Vergleich
ist das Ergebnis aus der Simulation mit unphysikalischer Durchdringung des Stabes
angegeben. Diagramm 3.22 zeigt, dass sich das Ergebnis in z-Richtung aufgrund des
Vorbeifu¨hrens dahingehend a¨ndert, dass das sekunda¨re Versagen nicht mehr spon-
tan auftritt. Durch das seitliche Vorbeifu¨hren in y-Richtung erfolgt das Ausweichen
ohne dynamische Anregung. Die Verschiebungen in y-Richtung werden sta¨rker vom
Vorbeifu¨hren der Enden beeinflusst. Hier ergeben sich ab Beginn der Belastung gro¨-
ßere Verschiebungen.
Zu welchem Belastungszeitpunkt die sekunda¨re Eigenform angesprochen wird, ha¨ngt
von mehreren Faktoren ab. Maßgeblichen Einfluss hat die Torsionssteifigkeit des
Querschnittes, da der Stab von einer reinen Biegeform in eine gemischte Biege-
Torsions-Verformung u¨bergeht. Eine Erho¨hung der Querdehnzahl hat eine Verringe-
rung des Schubmoduls und damit auch der Torsionssteifigkeit zur Folge. Demnach
wird die sekunda¨re Versagensform fu¨r ho¨here Querdehnzahlen fru¨her angesprochen.
Die Ergebnisse hierfu¨r sind in den Abbildungen 3.24 und 3.25 dargestellt.
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Die Variation von ν zeigt, dass der Einfluss der Schubsteifigkeit zwar fu¨r den Be-
ginn der Simulation, bei dem lediglich das prima¨re Stabilita¨tsversagen angesprochen
wird, sehr gering ist. Kommt jedoch die zweite, gemischte Verformung zum Tragen,
steigt der Einfluss der Querdehnzahl. Die in Abschnitt 3.2.3 gezeigte, optimierte
Einheitszelle mit isotropiefreien Schubtermen im Elastizita¨tstensor, ermo¨glicht die
Schubeinflu¨sse korrekt zu beru¨cksichtigen und damit eine Verbesserung der Lo¨sung
gegenu¨ber der Referenz. Damit ist das DEM Modell in der Lage komplexe Trag-
wirkungen und Verformungszusta¨nde mit großen Rotationen und Verschiebungen
hervorragend abzubilden.
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3.4 Besonderheiten des gewa¨hlten DEM-Modells
In Abschnitt 3.2.3 werden die Modellparameter anhand der Einheitszelle aus Ab-
bildung 3.6 ermittelt. Die Einheitszelle stellt einen Ausschnitt aus dem Gebiet des
Kontinuums bzw. Diskontinuums dar und gilt nicht fu¨r dessen Randbereiche. In
den folgenden Abschnitten wird fu¨r das Beispiel des Wu¨rfels aus den Abschnitten
3.3.1.1 bis 3.3.1.4 die Energiedichte innerhalb sowie in den Randbereichen des Gebie-
tes ermittelt und der resultierende Fehler an den Ra¨ndern untersucht. Des weiteren
beinhaltet der DEM Ansatz Rotationsfreiheitsgrade, die in der Theorie des Konti-
nuums, welches der Herleitung zu Grunde liegt, nicht vorhanden sind. Der Einfluss
der Rotationen wird in Abschnitt 3.4.4 untersucht.
3.4.1 Energiedichte im Gebiet
Die Energiedichte in der Einheitszelle entspricht der Energiedichte im Kontinuum.
Um die folgenden U¨berlegungen vergleichbar zu machen, kann die Energiedichte
auch um ein innenliegendes Partikel herum ermittelt werden. Anstelle der gesamten
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Einheitszelle wird nur der unmittelbare Bereich um ein Partikel herum betrach-
tet. Ein vollsta¨ndig umschlossenes Partikel der kubisch dichtesten Packungslage hat
zwo¨lf Nachbarpartikel und sechs benachbarte Oktaederlu¨cken. Wird die gespeicher-
te Energie dieser Kontakte nach Gleichung (3.40) summiert, muss beru¨cksichtigt
werden, dass die Federn zwischen den hexagonal angeordneten Partikeln nur zur
Ha¨lfte beru¨cksichtigt werden, da nur der halbe Kontakt zur Energiedichte um das
betrachtete Partikel beitra¨gt. Die Kontakte mit den Oktaederlu¨cken werden hinge-
gen voll angesetzt, da es sich um getrennte Kontakte handelt. Das Ergebnis ist die
gespeicherte Energie um ein Partikel. Wird die Energiedichte auf den Volumenan-
teil, den das Partikel in der Dichtesten Packungslage einnimmt, bezogen, folgt die
Energiedichte
ein =
Πin
4
√
2 r3
(3.51)
um ein innenliegenes Partikel. Das Differenzieren von ein nach den Verzerrungen
fu¨hrt erwartungsgema¨ß auf denselben Elastizita¨tstensor wie in Abschnitt 3.2.3 mit
den Eintra¨gen aus Gleichung (3.41). Die Einheitszelle entspricht also dem innenlie-
genden Partikel bzw. dem Inneren des Materialgebietes.
3.4.2 Energiedichte in Randbereichen
Die Kanten-, Eck- und Außenfla¨chenpartikel des Wu¨rfels haben nicht die 18 Nach-
barpartikel eines Innenliegenden. Demzufolge ko¨nnte sich die Energiedichte an diesen
Punkten anders zusammensetzen und zu einem Materialverhalten fu¨hren, dass nicht
dem vorausgesetztem Elastizita¨tstensor folgt.
Wertet man die Energiedichte im Außenfla¨chenbereich aus, ergibt sich derselbe Ela-
stizita¨tstensor wie im Inneren des Wu¨rfels. Die Ha¨lfte der Kontakte existiert und das
repra¨sentative Volumen um ein Außenpartikel ist ebenfalls halb so groß. Die Ten-
soreintra¨ge nach dem Ableiten der Energiedichte eaf sind identisch wie zuvor. Fu¨r
Partikel an den Außenkanten und -ecken hingegen ergeben sich zusa¨tzlich asymme-
trische Anteile. Abbildung 3.26 veranschaulicht, dass z.B. der Kontakt C26 zwischen
den Partikeln 2 und 6 im Außenkantenbereich keinen symmetrischen Gegenpart hat.
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Bild 3.26: Partikel 2 an der Kante eines Wu¨rfels
Daraus ergeben sich unphysikalische Terme auf den Nebendiagonalen des Elastizi-
ta¨tstensors. Die Ermittlung der Energiedichte eak um das Partikel 2 der Außenkante
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und das Ableiten nach den Normalverzerrungen εxx und εzz oder den Schubverzer-
rungen εxz bzw. εxz,
∂eak
∂εxx
=
√
2
4r
(
(4kn + 2ks)εxx + (kn − ks)(εyy + εzz) (3.52)
+ kn(εxz + εzx) + ks(εzx − εxz)
)
,
∂eak
∂εzz
=
√
2
4r
(
(4kn + 2ks)εzz + (kn − ks)(εxx + εyy) (3.53)
+ kn(εxz + εzx) + ks(εxz − εzx)
)
,
1
2
(
∂eak
∂εxz
+
∂eak
∂εzx
)
=
√
2
4r
(
(kn + ks + kokt)(εxz + εzx) (3.54)
+ kn(εxx + εzz)
)
,
ergibt dieselben Terme fu¨r Cˆ1 bis Cˆ3 wie in der Mitte oder an der Außenfla¨che. Es
entstehen jedoch zusa¨tzliche Anteile,
Cˆ4 =
√
2
4r
kn , in (3.55)
CDEM =

Cˆ1 Cˆ2 Cˆ2 Cˆ4
Cˆ2 Cˆ1 Cˆ2
Cˆ2 Cˆ2 Cˆ1 Cˆ4
Cˆ3
Cˆ4 Cˆ4 Cˆ3
Cˆ3

, (3.56)
die die Schubverzerrungen mit den Normalverzerrungen koppeln. Anschaulich be-
deuten die Terme ein Abgleiten der Kanten unter achsialen Spannungen. Fu¨r Ecken,
an denen hexagonal angeordnete Partikel sind, wie beispielsweise rechts in Abbil-
dung 3.26 dargestellt, entstehen diese Terme in allen Raumrichtungen, da hier drei
Kontakte (C25, C26 und C27) ohne symmetrischen Nachbarkontakt existieren.
Die Eintra¨ge Cˆ4 in CDEM haben Auswirkungen auf das Verhalten der Partikel an
den Ra¨ndern. Es entsteht ein Fehler in der Partikelbewegung und damit der Wu¨rfel-
verformung. Fu¨r geringe Querdehnzahlen ist der Einfluss klein und kann zudem u¨ber
eine Verfeinerung weiter minimiert werden. Fu¨r steigende Querdehnzahlen wird der
Fehler gro¨ßer und kann zusa¨tzlich bei Querdehnzahlen ν > 0,2 zu Instabilita¨ten fu¨h-
ren. Um lediglich den Einfluss der Fehler durch die Eintra¨ge im Elastizita¨tstensor zu
untersuchen, sind die Rotationen der Partikel in diesem Abschnitt deaktiviert. Die
Untersuchung dieser zusa¨tzlichen Freiheitsgrade ist in Abschnitt 3.4.4 dargestellt.
In Abbildung 3.27 ist der Fehler fu¨r die Verzerrungen eines Wu¨rfels u¨ber verschiede-
ne Querdehnzahlen abgetragen. Man erkennt, dass der Fehler fu¨r ho¨here Werte von
ν stark ansteigt, bis hin zu einem Wert von ν = 0,24, ab dem keine Lo¨sung mehr
gefunden werden kann, da das System instabil wird. Betrachtet man die lokalen Stei-
figkeitsmatrizen eines Partikels im Kanten- oder Eckbereich des Wu¨rfels, so haben
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diese, im Gegensatz zu den Steifigkeitsmatrizen im Gebiet, Nebendiagonaleintra¨ge.
Die Steifigkeitsmatrix fu¨r die Bewegung des Partikels 2 an der Außenkante ist
Kak =
1,5 kn + 2 ks + kokt −0,5(kn − ks)1,5 kn + 2 ks + kokt
−0,5(kn − ks) 1,5 kn + 2 ks + kokt
 . (3.57)
Tra¨gt man die Determinanten der lokalen Steifigkeitsmatrizen fu¨r einen normierten
Elastizita¨tsmodul und Radius u¨ber eine vera¨nderliche Querdehnzahl auf, wird der
Einfluss der Nebendiagonalen deutlich. Abbildung 3.28 zeigt die Determinanten der
lokalen Steifigkeitsmatrizen in den verschiedenen Bereichen des Wu¨rfels.
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Bild 3.28: Determinanten der lokalen
Steifigkeitsmatrizen in Ab-
ha¨ngigkeit von ν
Die Steifigkeitsmatrizen in den Kanten und Ecken haben gegenu¨ber den Mittel- und
Außenfla¨chenpartikeln bei ν = 1/3 einen zusa¨tzlichen Nulldurchgang in ihren De-
terminanten. Ein Gleichungssystem der Steifigkeitsmatrizen des Wu¨rfels wa¨re nicht
lo¨sbar. Dies fu¨hrt auch im Lo¨sungsverfahren der DEM mit ungekoppelten Gleichun-
gen zu Instabilita¨ten und damit zu keiner Lo¨sung. Die Instabilita¨ten setzen bereits
bei einer Querdehnzahl von ν = 0,24 ein. Eine Obergrenze fu¨r ν liegt also nicht
bei ν = 0,2, wenn die Scherfedern negative Werte erhalten, sondern geht daru¨ber
hinaus. Die Grenze ist abha¨ngig von der Geometrie des Modells und gilt nur fu¨r eine
Simulation ohne Rotationsfreiheitsgrade.
Im folgenden Abschnitt 3.4.3 wird eine Methode vorgestellt, wie die Randbereiche
des Modells so modifiziert werden ko¨nnen, dass die Eintra¨ge in CDEM korrigiert
und der Fehler minimiert werden kann. In der Folge a¨ndern sich auch die lokalen
Steifigkeitsmatrizen am Rand. Die Obergrenze fu¨r ν kann jedoch nur leicht erho¨ht
werden.
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3.4.3 Modifikation des Elastizita¨tstensors
Um fu¨r die Randbereiche von Strukturen die Kopplungsterme im Elastizita¨tsten-
sor aus Gleichung (3.56) zu eliminieren, muss eine Symmetrie fu¨r die Randpartikel
geschaffen werden. Hierfu¨r werden an dieser Stelle virtuelle gespiegelte Kontakte de-
finiert. Der Kontakt C26 wird, wie in Abbildung 3.29 dargestellt, an der Kante drei
mal gespiegelt. Zwei Spiegelungen werden in Richtung der Außenfla¨chen und eine
Punktspiegelung wird um die Kante erstellt.
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Bild 3.29: Gespiegelte Kontakte im
Kantenbereich
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Bild 3.30: Fehler in Abha¨ngigkeit von
ν
Die gespiegelten Kontakte C26sym werden jeweils zwischen dem Partikel 6 der Kante
sowie einer Kopie des Partikels 2 ausgewertet. Um keine zusa¨tzliche Steifigkeit in
das System zu integrieren, sondern lediglich eine Symmetrie herzustellen, wird die
Steifigkeit des Kontaktes C26 geviertelt und damit auf die vier Kontakte verteilt.
Wertet man nun die Energiedichte im Bereich um das Partikel 6 aus, erha¨lt man
denselben Elastizita¨tstensor ohne die Kopplungsterme Cˆ4 wie im Inneren des Wu¨r-
fels. Eine Reduktion der Steifigkeit des Kontaktes wirkt sich jedoch auch auf die
Energiedichte um das Partikel 2 aus. Durch das Wegfallen von drei Vierteln der
Steifigkeit des Kontaktes zu Partikel 6 wu¨rde hier erneut eine Assymetrie entstehen
und das Problem damit nur ins Innere des Wu¨rfels verlagert werden. Um dies zu ver-
meiden, wird der Kontakt C26 mit der geviertelten Steifigkeit ausgewertet und dann
jedoch mit einem Wichtungsfaktor auf die Partikel 2 und 6 zuru¨ckgespeichert. Das
Partikel 2 erha¨lt dabei einen Faktor von 4,0 um die Reduktion der Steifigkeit wie-
der auszugleichen. Das Partikel 6 erha¨lt einen Faktor 1,0 und zusa¨tzlich die Kra¨fte
aus den gespiegelten Kontakten. Dieser Ansatz schafft zwar ein Ungleichgewicht im
Kontakt C26, welches extern ausgeglichen werden muss, hat aber zur Folge, dass die
unerwu¨nschten Tensoreintra¨ge in CDEM ausgeglichen werden ko¨nnen. Das Ergebnis
der Korrektur des Elastizita¨tstensors ist in Abbildung 3.30 dargestellt. Der Fehler
unterscheidet sich fu¨r ν = 0,0 nur unwesentlich zum Abschnitt 3.4.2, da sich hier auf
der Nebendiagonalen der lokalen Steifigkeitsmatrix aus Gleichung (3.57) der Wert
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0,0 ergibt. Fu¨r gro¨ßere ν hingegen wird der Fehler deutlich reduziert.
Die Querdehnzahl kann nun bis ν = 0,26 gesteigert werden. Danach treten jedoch
weiterhin Instabilita¨ten auf. Die Modifikation des Elastizita¨tstensors und damit der
lokalen Steifigkeitsmatrix der Randpartikel reicht nicht aus, um Stabilita¨t fu¨r ho¨here
Bereiche von ν zu gewa¨hrleisten, da die Determinanten der Gesamt- oder Teilstei-
figkeitsmatrizen des Wu¨rfels weiterhin Nulldurchga¨nge bei ν = 0,26 aufweisen.
3.4.4 Einfluss der Rotationsfreiheitsgrade
Rotationen am Materialpunkt sind in der klassischen Kontinuumsmechanik nicht
vorhanden. Die DEM in ihrer urspru¨nglichen Form fu¨r granulare Medien sowie die
daraus entstandenen Modelle fu¨r Festko¨rper beschreiben jedoch auch rotatorische
Bewegungen. Die Mitnahme der zusa¨tzlichen Freiheitsgrade in diesem DEM Modell
hat Auswirkungen die Lo¨sung sowie auf die Stabilita¨t der Berechnung. Um den Ein-
fluss zu untersuchen, wird erneut ein Wu¨rfel unter einachsialer Spannung berechnet.
Wa¨hrend die Querdehnzahl konstant zu ν = 0,1 gesetzt wird, wird die Anzahl der
Einheitszellen variiert. Abbildung 3.31 zeigt den Unterschied durch das Beru¨cksich-
tigen der Rotationsfreiheitsgrade.
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Bild 3.32: Anteil der Rotationen am
Gesamtfehler
Durch das Aktivieren der Rotationsfreiheisgrade wird der Fehler der Verzerrungen
gro¨ßer. Fu¨r beide Simulationen nimmt der Fehler erwartungsgema¨ß mit wachsender
Feinheit der Wu¨rfelauflo¨sung ab. Werden die Rotationen jedoch beru¨cksichtigt, ist
die Konvergenzordnung gro¨ßer. Dieses Verhalten deutet darauf hin, dass der Fehler
aus Rotationen vor allem in den Randbereichen auftritt, die bei steigender Anzahl
an Einheitszellen an Bedeutung verlieren. Betrachtet man in Abbildung 3.32 den
Anteil des Fehlers aus Rotationen am Gesamtfehler, ∆rot, wird deutlich, dass die
Rotationen mit kleiner werdenden Partikeln bzw. Randbereichen an Einfluss auf den
Fehler verlieren.
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Bild 3.33: Fehler aus Rota-
tionsfreiheitsgraden mit
Spiegeln
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Bild 3.34: Anteil der Rotationen am
Gesamtfehler mit Spiegeln
Werden zusa¨tzlich die Spiegel aus dem vorangegangenen Abschnitt 3.4.3 aktiviert, ist
in Abbildung 3.33 zu erkennen, dass der Fehler insgesamt verringert werden kann.
Die Spiegel senken das Fehlerniveau erheblich und die steigende Anzahl der Ein-
heitszellen verringern den Einfluss der Rotationen. Die Graphen fu¨r den Fehler mit
aktivierten Spiegeln in Abbildung 3.33 schneiden sich etwa bei vier Einheitszellen,
was bedeutet, dass hierfu¨r die Lo¨sung mit Rotationsfreiheitsgraden besser ist. Der
Einfluss der Ra¨nder ist durch steigende Einheitszellen und die Verbesserung durch
das Spiegeln von Randkontakten so weit reduziert worden, dass die Rotationen im
Inneren eine bessere Lo¨sung ermo¨glichen.
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0
300
ν [−]
d
et
(K
in
)
Kin,orot ohne Rotation
Kin,rot mit Rotation
Bild 3.35: Determinanten der lokalen Steifigkeitsmatrizen im Inneren des Wu¨rfels
Neben den Fehlern, die durch die Rotationen der Partikel entstehen, haben die
Freiheitsgrade Einfluss auf die Stabilita¨t der Lo¨sung. Zum Vergleich des Modells
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mit und ohne Rotationen sind die Determinanten der lokalen Steifigkeitsmatrizen
Kin,rot =

Kin,orot
kˆ2
kˆ2
kˆ2
 mit
Kin,orot =
kˆ1 kˆ1
kˆ1
 ,
kˆ1 = 6 kn + 8 ks + 4 kokt und kˆ2 = r
2 (8 ks + 4 kokt) ,
eines innenliegenden Partikels in Abbildung 3.35 ausgewertet. Der Elastizita¨tsmo-
dul sowie der Radius des Partikels sind hierbei normiert. Es wird lediglich die Ab-
ha¨ngigkeit von ν untersucht. Die Determinante der Steifigkeitsmatrix Kin,rot hat,
neben dem schon aus Abbildung 3.28 bekannten, einen weiteren deutlich geringeren
Nulldurchgang. Diese Eigenschaft sorgt selbst fu¨r das unendliche Kontinuuum ohne
Randbereiche fu¨r Instabilita¨ten ab einer Querdehnzahl von ν = 0,25. Fu¨r den Wu¨r-
fel und den damit verbundenen Randbereichen hat die Aktivierung der Rotationen
schon bei ν > 0,2, sprich sobald ks negativ wird, ein instabiles Lo¨sungsverfahren zur
Folge.
3.4.5 Schlussfolgerung
Das DEM Modell hat mehrere Besonderheiten, die das Ergebnis beeinflussen ko¨nnen.
Zwei der wesentlichen Modellfehler wurden in den vorangegangenen Abschnitten
analysiert und ko¨nnen in den folgenden Kapiteln durch entsprechende Maßnahmen
minimiert werden. Zum Einen erfolgt die Herleitung der Modellparameter fu¨r das
Gebiet ohne Beru¨cksichtigung der Ra¨nder, sodass geometriebedingte und modellab-
ha¨ngige Fehler in diesen Bereichen entstehen. In Abschnitt 3.4.3 wird eine Methode
vorgestellt, wie diese Fehler minimiert werden ko¨nnen. Die Randbereiche bleiben
jedoch trotzdem von großer Bedeutung fu¨r das Fehlerniveau.
Weiterhin wird der Einfluss der Rotationsfreiheitsgrade untersucht. Die Rotationen
sind in der klassischen Kontinuumsmechanik nicht vorhanden und wa¨ren somit auch
nicht notwendig fu¨r das DEM-Modell. Betrachtet man jedoch Bruchvorga¨nge und
damit verbundene Kollisionen von Teilen des Kontinuums untereinander, sind die-
se Freiheitsgrade wesentlicher Bestandteil der dort angewendeten Kontaktmodelle.
Der Einfluss der Rotationen auf das Fehlerniveau ist maßgeblich von den geome-
trischen Ra¨ndern des Modells abha¨ngig. Der Anteil des Fehlers aus der Mitnahme
der Rotationen kann deutlich reduziert werden, wenn die Randbereiche durch eine
gro¨ßere Anzahl Partikel aufgelo¨st sind. Weiterhin ko¨nnen die gespiegelten Kontakte
aus Abschnitt 3.4.3 die Ra¨nder stabilisieren und deren Einfluss verringern. Ist der
Einfluss der Ra¨nder klein genug, ko¨nnen die Rotationen die Lo¨sung sogar verbessern.
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Eine feine Auflo¨sung des Kontinuums in Kombination mit den gezeigten Stabilisie-
rungen der Ra¨nder kann den Fehler fu¨r die Simulationen in den folgenden Kapiteln
verringern. Eine stabile Berechnung kann unter Beru¨cksichtigung der Rotations-
freiheitsgrade nur bis zu einer Querdehnzahl von ν = 0,2 gewa¨hrleistet werden. Fu¨r
Berechnungen ohne Rotationen kann eine Obergrenze fu¨r ν nicht allgemein ermittelt
werden. Die Stabilita¨t des Verfahrens ist abha¨ngig von der Geometrie und Lagerung
der Randbereiche.
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4 Simulation von Bruchvorga¨ngen
Beton ist ein spro¨der Werkstoff, der unter Zugspannungen zu Rissbildung und spon-
tanem Versagen neigt. Heterogenita¨ten fu¨hren zu lokalen Spannungsspitzen, die Mi-
krorisse initiieren ko¨nnen. Diese pflanzen sich fort und wachsen zusammen, bis auf
der makroskopischen Skala Trennrisse enstehen, die zu schlagartigem Bauteilversa-
gen fu¨hren ko¨nnen. Um das materialspezifische Pha¨nomen abbilden zu ko¨nnen, wird
das DEM Modell nachfolgend erweitert. Ansa¨tze aus dem Bereich der Kontinuums-
mechanik beru¨cksichtigen diese Pha¨nomenologie ha¨ufig u¨ber Materialmodelle mit
Scha¨digung. Dabei werden zusa¨tzliche Modellgleichungen fu¨r die Scha¨digung ange-
setzt, die die Scha¨digung quantifizieren und ihre ra¨umliche und zeitliche Entwicklung
beschreiben. Ist das Material lokal gescha¨digt, verringert sich die Steifigkeit. Wei-
terfu¨hrende Ansa¨tze aus dem Bereich der XFEM beschreiben die Rissbildung durch
das Kontinuum entlang des gescha¨digten Bereiches. Eine vollsta¨ndige Trennung ist
im Rahmen der Kontinuumsscha¨digungsmechanik nicht vorgesehen, jedoch mit einer
diskreten Modellbildung des Risses mo¨glich.
Die DEM bietet die Mo¨glichkeit Risse diskret zu erfassen, da das Kontinuum auf
diskrete Partikel verteilt wurde, die sich voneinander lo¨sen ko¨nnen. Im Gegensatz zu
Ansa¨tzen aus der klassischen Kontinuumsmechanik kann hiermit eine vollsta¨ndige
Trennung des Berechnungsgebietes erfolgen. Bei Untersuchungen des Bruchverhal-
tens von Beton kommt es ha¨ufig zu Abplatzungen bzw. Trennungen des Gebietes.
Der kleinste lokale Riss, der diskret abgebildet werden kann, ist die Trennung von
zwei initial verbundenen Partikeln und hat damit die Gro¨ßenordnung der Radii der
beteiligten Partikel. Risse auf kleineren Skalen werden auf der Berechnungsebene
nicht abgebildet.
In den letzten Jahren werden verschiedene Modelle entwickelt, um Bruchvorga¨nge
mit der DEM zu beschreiben. Die Anwendungen reichen dabei von Biopolymeren,
siehe HEDJAZI ET AL [32], u¨ber Glas z.B. in ANDRe´ ET AL [2], bis hin zu Zement oder
Beton in BRWON ET AL [6] und RIERA ET AL [65]. Ein großes Anwendungsgebiet neben
der Materialmodellierung ist die Simulation von impulsartigen Einschla¨gen auf eine
Struktur im Bereich der Milita¨rforschung, siehe z.B. SHIU ET AL [74] oder TAVAREZ
und PLESHA [77]. Ein U¨berblick der bestehenden Versagensmodelle bzw. -kriterien
erfolgt in Abschnitt 4.1. Das in dieser Arbeit verwendete Modell lokaler Verzerrungen
wird in Abschnitt 4.2 vorgestellt.
4.1 Versagenskriterien
Das Aufbrechen eines Kontaktes kann verschiedene Ursachen haben. Ha¨ufig wird das
lokale U¨berschreiten einer maximalen Zugspannung als Ursache fu¨r initiale Rissbil-
dung angenommen. Da im DEM-Modell diskrete Kra¨fte zwischen den Partikeln aus-
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gewertet werden, wird als Versagenskriterium ha¨ufig die Zugkraft in Normalenrich-
tung begrenzt. ZUBELEWICZ und BAZˇANT [91] fu¨hren eine maximale Zugkraft ein, bei
der die Federsteifigkeit in Normalrichtung zu Null gesetzt wird. Die Maximalwerte
fu¨r die Zugkraft sind jedoch abha¨ngig von der Elementgro¨ße. Wenn ein Bereich des
Kontinuums feiner aufgelo¨st wird, werden die Kra¨fte in jedem Kontakt kleiner, so-
dass die kritische Kontaktkraft entsprechend angepasst werden muss. SAWAMOTO ET
AL [66] definieren die maximale Kontaktnormalkraft aus diesem Grund in Abha¨n-
gigkeit der Radii der Partikel, der materialspezifischen Zugfestigkeit sowie der Dicke
des Modells im 2D-Raum. Das Kriterium ist damit modellgro¨ßenunabha¨ngig, jedoch
nur fu¨r regelma¨ßig hexagonal angeordnete Partikel.
Neben Zugspannungen oder -kra¨ften kann das lokale Versagen des Materials auch
aufgrund von Schubkra¨ften initiiert werden. Neben Modellen, bei denen seperate
Bruchbedingungen fu¨r die Schub- und Zugkra¨fte definiert werden, siehe z.B. MAGNIER
und DONZE´ [52], werden auch kombinierte Bedingungen formuliert. Andere Model-
le verwenden Bruchbedingungen, die die Partikel mit diskreten Balkenelementen
verbinden. Der Kontakt wird durch einen Balken zwischen den Mittelpunkten der
beiden Partikel repra¨sentiert. Am Balken werden verschiedene Versagensmoden de-
finiert, die allein oder kombiniert zum Versagen des Kontaktes fu¨hren ko¨nnen. Fu¨r
zweidimensionale diskrete Elemente wird diese Idee unter Anderem von SCHLANGEN
und VAN MIER in [67] vorgeschlagen, die ein kombiniertes Spannungskriterium
σkrit =
fn
Aij
+ αm
max(|mi|, |mj|)
Wij
(4.1)
definieren. Die Formulierung setzt voraus, dass die Balkenelemente eine ra¨umliche
Ausdehnung haben und die Schnittgro¨ßen entsprechend ausgewertet werden.
Das in dieser Arbeit verwendete diskrete Elemente Modell setzt hingegen Punkt-
kontakte voraus, die die beiden angrenzenden Partikel verbindet. Ebenfalls auf der
anschaulichen Basis eines Balkenelementes haben KUN und HERRMANN [43] das Kri-
terium
(
εn
εu
)2
+
max(|θi|, |θj|)
θu
≤ 1 , mit εn ≥ 0 , (4.2)
entwickelt. Der erste Teil der Gleichung (4.2) beru¨cksichtigt das Versagen aufgrund
von La¨ngsverzerrungen zwischen den Partikeln, der zweite Teil beru¨cksichtigt das
Biegeversagen der Balken aufgrund von Verdrehungen an den Enden. εu sowie θu
sind Modellparameter die an Experimente oder das gewu¨nschte Materialverhalten
angepasst werden mu¨ssen. Das urspru¨nglich fu¨r ebene Gebiete entwickelte Kriterium
wird vielfach weiterentwickelt und unter anderen von CARMONA ET AL oder [7] KUN
ET AL [44] in dreidimensionalen Anwendungen oder fu¨r polygonale diskrete Elemente
verwendet, siehe z.B. D’ADDETTA ET AL [17, 18].
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4.2 Kriterium lokaler Verzerrungen
Das Kriterium fu¨r das Versagen eines Kontaktes muss mehrere Bedingungen er-
fu¨llen. Zum Einen mu¨ssen die physikalischen Pha¨nomene, die zum Bruch fu¨hren
ko¨nnen, beru¨cksichtigt werden. Weiterhin sollte das Kriterium modell- bzw. modell-
gro¨ßenunabha¨ngig sein, damit eine Reproduzierbarkeit und Konvergenz fu¨r Bruch-
simulationen erreicht werden kann. Unter diesen Aspekten wird im Folgenden ein
Kriterium fu¨r lokale Verzerrungen entwickelt. Angelehnt an das Modell von KUN und
HERRMANN [43] werden die lokalen Verzerrungen begrenzt und dabei der Einfluss von
La¨ngs- sowie Schubverzerrungen kombiniert beru¨cksichtigt. Wa¨hrend das Schubver-
sagen in [43] u¨ber eine Begrenzung der Winkel des Balkenelements beru¨cksichtigt
wird, wird hier auch in der Schubfla¨che eine Begrenzung der Verzerrungen angesetzt.
Ein Kontakt versagt, sobald das Kriterium
1 ≥

(
αεn ε
ij
nn
εmax
)2
+
(
εijns
εmax
)2
+
(
εijnt
εmax
)2
, wenn εijnn > 0(
εijns
εmax
)2
+
(
εijnt
εmax
)2
, wenn εijnn < 0 ,
(4.3)
nicht mehr eingehalten ist. Wa¨hrend in anderen Modellen ha¨ufig ein Versagen des
Kontaktes nur unter Zugspannungen oder -verzerrungen mo¨glich ist, ist das Kriteri-
um (4.3) in einen Zug- und einen Druckbereich aufgeteilt. In einem Zustand positiver
La¨ngsverzerrungen wird eine kombinierte Bedingung aus Schub- und La¨ngsverzer-
rungen u¨berpru¨ft, im negativen Bereich von εijnn fu¨hren ausschließlich die Schubver-
zerrungen zu einem Versagen des Kontaktes. Die Versagensfla¨che der lokalen Ver-
zerrungen εlo in Abha¨ngigkeit der Parameter ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
εnn
εns
εnt
εmax
εmax
αεn
Bild 4.1: Versagensfla¨che der lokalen Verzerrungen
Das Kriterium aus Gleichung (4.3) hat zwei Modellparameter εmax und αεn. Die ma-
ximale lokale Verzerrung εmax kann als Begrenzung der Entfernung zweier Partikel
interpretiert werden. Entfernen sich zwei Punkte im Gebiet, entsteht anschaulich
ein Riss. αεn ist ein Wichtungsfaktor fu¨r die Unterscheidung in Zug- und Druck-
bereich. Wird der Parameter αεn erho¨ht, verkleinert sich die Versagensfla¨che im
Zugbereich. Die Unterscheidung in Druck- und Zugversagen wird in a¨hnlicher Form
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auch in der Kontinuumsmechanik wie z.B. der DRUCKER-PRAGER-Hypothese [24] oder
dem MOHR-COULOMB-Kriterium gewa¨hlt. Hierbei werden die einachsialen Druck- und
Zugfestigkeiten ins Verha¨ltnis gesetzt und als Parameter im Bruchkriterium verwen-
det.
Bei der Wahl der Parameter handelt es sich um ein inverses Problem, da die be-
no¨tigten Informationen nicht im Vorfeld bekannt sind, siehe. z.B. auch ZHAO ET AL
[89]. Die Bestimmung der Parameter muss in mehreren Schritten erfolgen. Es wer-
den Simulationen durchgefu¨hrt, fu¨r die eine Referenzlo¨sung vorhanden ist, und die
Parameter nach einem Vergleich mit der Referenzlo¨sung angepasst. Da die Para-
meter modell- und modellgro¨ßenunabha¨ngig sind, mu¨ssen diese nur einmal an das
Materialverhalten angepasst werden.
Versagt ein Kontakt zwischen initial verbundenen Partikeln unter Zugspannungen
bzw. -verzerrungen werden keine Kra¨fte mehr u¨bertragen, sodass sich die Partikel im
Laufe der Simulation voneinander entfernen ko¨nnen. Treffen die Partikel im weiteren
Verlauf der Berechnung aufeinander, wird die Kollision nach Kapitel 2 ausgewertet.
Wird die Bedingung aus Gleichung (4.3) unter negativen Verzerrungen in Normalen-
richtung aufgrund der Schubverzerrungen u¨berschritten, wird der Kontakt ebenfalls
gelo¨st und aufgrund der weiterhin wirkenden Normaldruckkraft als Kollision inter-
pretiert. Der jetzt wirkende Kontakt hat keine Steifigkeit in den Scherrichtungen,
sondern kann lediglich die Normalkra¨fte u¨bertragen.
4.3 Simulation von einachsialen Beton-Druckversuchen
Die Ermittlung der Druckfestigkeit von Beton oder U¨berpru¨fung der Eigenschaften
einer Betonrezeptur zu u¨berpru¨fen, erfolt in der Regel mit einachsialen Druckver-
suchen an Betonko¨rpern. Die ga¨ngigsten Pru¨fko¨rper stellen Wu¨rfel und Zylinder
dar. Die Ergebnisse von Wu¨rfeldruckpru¨fungen streuen sta¨rker als bei zylindrischen
Pru¨fko¨rpern. Ursachen sind die geometrischen Kerben der Kantenbereiche, die bei
rotationssymmetrischen Zylindern nicht auftreten, siehe z.B. VAN MIER [81]. Die
Modellierung runder Geometrien ist mit dem verwendeten DEM Modell mo¨glich, es
entstehen allerdings modellbedingte Kerben an den Ra¨ndern, die das Ergebnis be-
einflussen ko¨nnen, siehe Abschnitt 3.4. Die vorgegebene gitterartige Anordnung der
Partikel in der kubisch dichtesten Packungslage kann Prismen mit runden Ra¨ndern
nur na¨herungsweise abbilden. Die Ra¨nder ko¨nnen mit feinerer Elementierung besser
abgebildet werden, was jedoch den Berechnungsaufwand deutlich erho¨hen wu¨rde.
Aus diesem Grund werden in diesem Abschnitt zuna¨chst ausschließlich Wu¨rfel un-
tersucht.
Experimentelle Druckversuche werden in der Regel mit hydraulischen Pressen durch-
gefu¨hrt. Die Randbedingungen, die daraus fu¨r eine numerische Simulation resultie-
ren, ko¨nnen im DEM Modell u¨ber starre Wa¨nde abgebildet werden. Die Auflager-
platten werden als glatte Wa¨nde simuliert und ko¨nnen entsprechend des Pressenwe-
ges als Starrko¨rper bewegt werden. Dieser Versuchsaufbau beinhaltet Sto¨rfaktoren
bei der Lasteinleitung. Durch die Reibung an den Platten entsteht ein Einschnu¨-
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rungsdruck fu¨r den Pru¨fko¨rper, der die Druckfestigkeit erho¨ht. Ein bereits im Jahre
1900 von FO¨PPL [26] vorgeschlagenes schmieren der Lasteinleitungsplatten fu¨hrt zwar
zu einer Verringerung der Einschnu¨rung, aber gleichzeitig auch zu einer ungleichma¨-
ßigeren Lasteinleitung und damit nicht zum gewu¨nschten Ziel. KUPFER und ZELGER
[45] stellten ein Programm von biachsialen Spannungsversuchen vor, in dem die La-
steinleitung u¨ber Stahlbu¨rsten erfolgt, um eine mo¨glichst zwa¨ngungsfreie Lagerung
zu erhalten. Dieser Versuchsaufbau wurde in [45] sowohl fu¨r Druck- als auch durch
ein Verkleben der Bu¨rsten fu¨r Zugversuche verwendet. Diese Art der Lagerung um
eine mo¨glichst reine Druck- oder Zugbelastung zu erhalten, wird in den Abschnitten
4.4 und 4.5 na¨her untersucht. Fu¨r die numerische Simulation des Bruchverhaltens
von Betonwu¨rfeln wird im Folgenden der Versuchsaufbau mit Lasteinleitungsplatten
modelliert.
4.3.1 Modellierung
Zuna¨chst werden Wu¨rfel mit einer Kantenla¨nge von 20 [cm] untersucht. Die Wu¨r-
fel sind zwischen zwei beweglichen Wa¨nden platziert und weggesteuert bis zum
Druckversagen belastet. Die Wa¨nde sind starre Randbedingungen nach Abschnitt
2.5, die mit den Partikeln kollidieren ko¨nnen. Die Bewegung der Wand und da-
mit die Belastung fu¨r den Wu¨rfel wird in der Relativgeschwindigkeit zwischen Par-
tikel und Wand beru¨cksichtigt. Die Laststeigerung erfolgt schneller als bei her-
ko¨mmlichen experimentellen Versuchsabla¨ufen. In der Praxis werden ha¨ufig Belas-
tungsgeschwindigkeiten von v = 0,6± 0,2 [N/mm2 s] ausgewa¨hlt, siehe z.B. LOCH [50],
sodass ein Experiment je nach Betonfestigkeit mehrere Minuten dauern kann. In der
Simulation wird der Bruch innerhalb eines Zeitraumes von t = 5 [s] erreicht. Auf-
grund der hohen Steifigkeit und den daraus resultierenden hohen Eigenfrequenzen
von Beton ist eine Verku¨rzung der Simulationszeit erforderlich, um den Berech-
nungsaufwand zu reduzieren. Der Einfluss einer schnelleren Belastung wird in Ab-
schnitt 4.3.3 untersucht. Ebenso wie bei experimentellen Versuchen soll die Last in
der Simulation nicht kontinuierlich sondern in Inkrementen aufgebracht werden. Die
Wandbewegung wird deshalb mit einer sich mit 50 [Hz] wiederholenden HERMITE-
Funktion beschrieben, und der Wu¨rfel auf diese Weise in vielen kleinen Schritten
belastet.
vz(t)
µw = 0,3 [−]
t1
vz
t
vˆz
t1 = 0,02 [s]
vˆz = 0,0005 [m/s]
Bild 4.2: Modellaufbau fu¨r Betonwu¨rfel-Druckversuche
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Sowohl der Wu¨rfel als auch die Wa¨nde besitzen keine Heterogenita¨ten bzw. Im-
perfektionen. Der Wu¨rfel wird ohne Ausmitte belastet, sodass ein lineares Last-
Verformungsverhalten bis zum schlagartigen Bruch erwartet wird. Der Simulati-
onsaufbau ist am Beispiel eines Wu¨rfels mit vier Einheitszellen in Abbildung 4.2
dargestellt. Die Materialeigenschaften des Wu¨rfels sind mit den Parametern E =
3 · 1010 [N/m2] und ν = 0,18 [−] sowie dem Da¨mpfungsmaß αd = 0,03 [−] festgelegt.
Im Falle einer Kollision nach dem Bruchversagen wird ein Kontakt nach HERTZ und
MINDLIN ausgewertet, siehe Abschnitt 2.1.3, wobei der Reibbeiwert µ = 0,6 [−] und
das Da¨mpfungsmaß zu αh = 0,05 [−] gesetzt sind. Die Wa¨nde haben ebenfalls einen
Reibbeiwert µw = 0,3 [−]. Zuna¨chst wird die Unabha¨ngigkeit des Versagenskriteri-
ums von der Modellgro¨ße untersucht, indem der Wu¨rfel fu¨r verschiedene Anzahlen an
Partikeln zerdru¨ckt wird. In dem darauffolgenden Abschnitt 4.3.3 wird der Einfluss
des Lo¨sungsverfahrens sowie der Belastungsgeschwindigkeit analysiert.
4.3.2 Einfluss der Modellgro¨ße
Das Bruchmodell soll modellgro¨ßenunabha¨ngig sein, damit die Elementierung keinen
Einfluss auf den initialen Versagenspunkt einer Struktur hat. Abbildung 4.3 zeigt das
Spannungs-Dehnungs-Diagramm des Wu¨rfels fu¨r verschiedene Anzahlen von Ein-
heitszellen. Das Versagenskriterium wurde mit den Parametern εmax = 0,0025 und
αεn = 10 fu¨r alle Elementierungen identisch gewa¨hlt.
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Bild 4.3: Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe fu¨r verschiedene Elementierungen
Die Last-Verformungskurve des Wu¨rfels ist fu¨r alle Feinheiten zu Beginn der Bela-
stung linear. Je feiner die Elementierung, desto genauer wird das linear elastische
Materialverhalten beschrieben, wobei die angesetzte Steifigkeit von E = 3·1010 [N/m2]
bereits fu¨r wenige Einheitszellen gut abgebildet wird. Ab einer Elementierung von
vier Einheitszellen je Richtung a¨ndert sich die Steigung des Spannungs-Dehnungs-
Verlaufes nur noch geringfu¨gig. Bei einer Spannung von etwa σ = 3 · 107 [N/m2] tritt
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fu¨r alle Einheitszellen die erste signifikante Struktura¨nderung mit sichtbarem Stei-
figkeitsverlust auf. Bei zwei Einheitszellen gibt es zusa¨tzlich bei σ = 2,5 · 107 [N/m2]
einen geringen Einschnitt in das lineare Spannungs-Dehnungs-Verhalten, der jedoch
kaum Einfluss auf die Steifigkeit des Wu¨rfels hat. Folgende Abbildung 4.4 zeigt die
Kontakte im Wu¨rfel vor und nach dem ersten Versagenspunkt bei σ = 3 · 107 [N/m2]
fu¨r vier bzw. acht Einheitszellen je Raumrichtung. Abbildung 4.5 zeigt zugeho¨rig die
zum Versagenszeitpunkt reißenden Kontakte.
4000
−6000
fn [N]
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−1500
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t1 t2
Bruchkegel
Bruchkegel
Bild 4.4: Wu¨rfel zur Zeit t1 = 1,50 [s] und t2 = 1,51 [s] fu¨r vier (oben) und acht
(unten) Einheitszellen je Richtung
Das Versagensbild ist fu¨r beide Elementierungen sehr a¨hnlich. Die Kontakte in Quer-
richtung der Belastung reißen aufgrund des Querzuges auf. Aufgrund der Einschnu¨-
rungswirkung an der Lasteinleitung reißen die Kontakte vermehrt in der Mitte des
Wu¨rfels. Die Kerbwirkung der vertikalen Kanten, siehe z.B. VAN MIER [81], sorgt
dafu¨r, dass hier die meisten Kontakte versagen. Die Resttragstruktur entspricht der
typischen Versagensform eines Bruchkegels, siehe z.B. DEL VISO ET AL[20] oder VONK
[82].
Der Versagenszeitpunkt sowie die Versagensform sind fu¨r vier und acht Einheits-
zellen identisch. Daraus kann geschlossen werden, dass das Bruchkriterium fu¨r das
initiale Reissen sowie die Versagensform des Betons undabha¨ngig von der Modellfein-
heit ist. Der grau hinterlegte Bereich in Diagramm 4.3 unterscheidet sich fu¨r die ver-
schiedenen Elementierungen. Dieser Bereich ist der imperfektionslosen Modellierung
geschuldet. Nach dem spontanen Versagen der Struktur entsprechend der Abbildun-
gen 4.4 und 4.5 tra¨gt der Wu¨rfel auch in den a¨ußeren Bereichen u¨ber die vertikalen
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Kontakte Druckkra¨fte ab, bis ein Stabilita¨tsversagen aller Kontake auftritt. Dieser
Versagenszeitpunkt ist abha¨ngig von der Elementierung und wird geringer, je feiner
der Wu¨rfel aufgelo¨st wird. Die Bruchlast liegt jedoch bei σ = 3 · 107 [N/m2] und ist
modellgro¨ßenunabha¨ngig.
z
x
y
xBruchkegel
Bild 4.5: Gerissene Kontakte zum Zeitpunkt t2 = 1,51 [s] (hier: 4 Einheitszellen)
Die Vorgabe von Imperfektionen bzw. die Streuung der Parameter, um den eigen-
wertgesteuerten Nachbruchbereich zu verhindern, wird in Abschnitt 4.3.4 untersucht.
Werden die Materialparameter gestreut, na¨hert sich die maximale Last dem Wert
von σ = 3 ·107 [N/m2] an. Dies zeigt, dass der grau hinterlegte Bereich aus Diagramm
4.3 numerischen Ursprungs ist. Da sich bei vier Einheitszellen bis zur Bruchlast
nur noch vernachla¨ssigbare Unterschiede zur feineren Elementierung zeigen, werden
die folgenden Untersuchungen am Modell mit vier Einheitszellen in jeder Richtung
durchgefu¨hrt.
4.3.3 Einfluss des Zeitintegrationsverfahrens
Die Ergebnisse der Simulationen werden von vielen Materialparametern beeinflusst.
Zuna¨chst ist sicherzustellen, dass das Ergebnis unabha¨ngig vom Zeitintegrationsver-
fahren ist. Die Bruchsimulationen aus dem vorangegangenen Abschnitt enthalten
schlagartige Zustandsa¨nderungen, und die Partikel erfahren sehr große Geschwin-
digkeiten. Zusa¨tzlich werden sehr viele Zeitschritte hintereinander berechnet. Diese
Gegebenheiten stellen hohe Anspru¨che an das Zentrale-Differenzen-Verfahren aus
Abschnitt 2.4. Aus diesem Grund wird hier der Einfluss der Zeitschrittweite unter-
sucht. Weiterhin wird die Auswirkung der zuvor erwa¨hnten schnelleren Belastungs-
geschwindigkeit betrachtet.
Die fu¨r die Stabilita¨t der Berechnung notwendige Zeitschrittweite richtet sich nach
den ho¨chsten Frequenzen des Systems. In Abschnitt 2.4.4 wurde ein kritischer Zeit-
schritt ∆tkr definiert, unterhalb dem die Berechnung stabil ist. Fu¨r den Wu¨rfel aus
Abbildung 4.2 ergibt sich die Zeitschrittweite
∆tkr ≈ 1,62 · 10
−6
ez
[s] (4.4)
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in Abha¨ngigkeit von der Anzahl der Einheitszellen. Um neben der Stabilita¨t zu-
sa¨tzlich zu gewa¨hrleisten, dass das Zeitintegrationsverfahren das Ergebnis nicht be-
einflusst, wird ein Wu¨rfel mit vier Einheitszellen fu¨r variierende Zeitschrittweiten
untersucht. Die Ergebnisse sind im folgenden Diagramm 4.6 dargestellt.
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∆t · ez = 2 · 10−6 [s]
∆t · ez = 1 · 10−6 [s]
∆t · ez = 5 · 10−7 [s]
∆t · ez = 2,5 · 10−7 [s]
Bild 4.6: Spannungs-Dehnungs-
Verla¨ufe fu¨r verschiedene
∆t
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Bild 4.7: Spannungs-Dehnungs-
Verla¨ufe fu¨r verschiedene
Simulationszeiten
Die Simulation ist fu¨r die kritische Zeitschrittweite ∆tkr sowie kleinere Zeitschritte
stabil. Der erste Versagenspunkt ist vollsta¨ndig unabha¨ngig von der gewa¨hlten Zeit-
schrittweite, lediglich das Verhalten nach dem Erreichen der Bruchlast unterscheidet
sich minimal. Der Grund darin liegt erneut in der imperfektionslosen Modellierung
des Wu¨rfels. Der Nachbruchbereich wird wie im Kapitel 4.3.2 durch numerische Feh-
ler sowie Rechnerungenauigkeiten bestimmt. Geringe Fehler aus dem Zeitintegrati-
onsverfahren haben in Kombination mit numerischen Ungenauigkeiten minimalen
Einfluss auf den grau hinterlegten Bereich. Das Zeitintegrationsverfahren hat nach
Diagramm 4.6 jedoch einen vernachla¨ssigbar kleinen Einfluss auf das Ergebnis.
Die gesamte Belastung des Wu¨rfels bis zum Bruchversagen erfolgt in weniger als
5 [s]. Die schnelle Lastaufbringung ist der Minimierung des Berechnungsaufwandes
geschuldet und entspricht im Allgemeinen nicht dem Vorgehen bei experimentellen
Versuchen. Bei Wu¨rfeldruckpru¨fungen handelt es sich um quasistatische Pru¨fungen
in denen Effekte aus dynamischer Anregung vermieden werden sollten. Wird eine
Last sehr schnell im Sinne eines Impulses aufgebracht, kann diese die Struktur an-
regen und eine sta¨rkere Belastung als die eigentliche quasistatische Last bedeuten.
Weiterhin ist es mo¨glich, dass eine kurzzeitig aufgebrachte Last zwar vom Material
aufgenommen werden kann, diese jedoch u¨ber la¨ngere Zeitra¨ume nicht ertragbar wa¨-
re. Dies ha¨tte eine U¨berscha¨tzung des Materials zur Folge. Um sicherzustellen, dass
die Maßnahme keine Auswirkungen auf das Ergebnis hat, werden einmalig la¨nge-
re Simulationen mit geringeren Belastungsgeschwindigkeiten durchgefu¨hrt und die
Ergebnisse verglichen.
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Die Abbildung 4.7 zeigt den geringen Einfluss der Belastungsgeschwindigkeit. Das
Spannungs-Dehnungs-Verhalten des Wu¨rfels a¨ndert sich durch die schnellere Last-
aufbringung nicht. Die Verku¨rzung der Belastungszeit hat insgesamt einen vernach-
la¨ssigbar kleinen Einfluss auf die Ergebnisse. Effekte aus einer dynamischen Anre-
gung durch die erho¨hte Geschwindigkeit der Wa¨nde treten nicht auf.
4.3.4 Streuung der Materialparameter
Die Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe der Wu¨rfel aus den vorangegangenen Abschnit-
ten sind zuna¨chst linear elastisch, bis es zu den ersten Abplatzungen kommt. Ab
diesem Zeitpunkt ist der Wu¨rfel nahezu vollsta¨ndig gescha¨digt und versagt anschlie-
ßend schlagartig. Beton ist in der Regel sehr heterogen und weist ein nichtlineares
Verhalten bis zum Bruch auf, da sich durch Spannungsspitzen in der Struktur zu-
na¨chst Mikrorisse bilden, die zusammenwachsen und dann zu Makrorissen fu¨hren.
Durch die wachsenden Mikrorisse sinkt die Steifigkeit stetig, sodass das charakteri-
stische nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Verhalten der Wu¨rfeldruckpru¨fungen ent-
steht. Um Heterogenita¨ten in der gleichma¨ßigen Gitterstruktur zu erzeugen, ko¨nnen
die Materialparameter mit einer stochastischen Verteilung belegt werden. Ein solcher
Ansatz wird in a¨hnlichen Anwendungen zum Beispiel von SCHLANGEN [68] verfolgt.
Um die heterogene Struktur abzubilden, ko¨nnten beispielsweise die lokalen Steifig-
keiten oder maximal ertragbaren lokalen Verzerrungen in jedem Kontakt variiert
werden. Da das Versagenskriterium und die zugeho¨rigen Parameter in dieser Arbeit
wie globale Materialkonstanten behandelt werden, wird im Folgenden ein Faktor
fu¨r die Steifigkeiten in jedem Kontakt hinzugefu¨gt. Der Faktor ζk unterliegt einer
Verteilung f mit dem Mittelwert µs = 1 und einer Standardabweichung σs, siehe
Abbildung 4.9. Das Ergebnis der Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe ist fu¨r verschiedene
Verteilungen von ζk(f(µs, σs)) in folgendem Diagramm 4.8 dargestellt.
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Bild 4.8: Spannungs-Dehnungs-
Verla¨ufe bei Streuung der
Materialparameter
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Bild 4.9: Verteilung eines Faktors ζk
fu¨r die lokalen Steifigkeiten
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Abbildung 4.8 zeigt, dass eine Streuung der Steifigkeiten mehrere Auswirkungen auf
die Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe hat. Zum Einen sinkt der Punkt der erstmaligen
Rissbildung bzw. Kontaktauflo¨sung mit einer Erho¨hung der Streuung. Das Bruch-
kriterium wird lokal fru¨her erreicht, da es aufgrund von geringeren Steifigkeiten zu
lokalen Verzerrungsspitzen kommt. Weiterhin ist erkennbar, dass sich fu¨r eine breite-
re Streuung das charakteristische nichtlineare Verhalten von Normalbeton einstellt.
Fu¨r die Standardabweichung σs = 0,6 beginnt das Risswachstum deutlich fru¨her,
sodass die Spannungs-Dehnungs-Linie sich nichtlinear der Bruchlast na¨hert. Das
Abbilden der Heterogenita¨t u¨ber eine Streuung der lokalen Steifigkeiten ist somit
mo¨glich. Die Steifigkeit des Wu¨rfels wird im ungerissenen Zustand durch die Streu-
ung kaum beeinflusst, da der Mittelwert der Steifigkeiten weiterhin dem E-Modul
entspricht. Die Steifigkeit nimmt bereits fu¨r geringe Belastungen ab, da fu¨r eine
breite Streuung schon zu Beginn der Belastung die ersten Kontakte reißen,
Ermittelt man den Faktor fu¨r die lokalen Steifigkeiten aus einer Verteilungsfunkti-
on f(µs, σs) besitzt jeder Wu¨rfel unterschiedliche Eigenschaften. In jedem Modell
entsteht eine neue heterogene Struktur, die sich in ihrer Versagensform unterschei-
den kann. In folgendem Diagramm 4.10 sind die Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe von
vier Wu¨rfeln dargestellt, deren Steifigkeiten alle aus derselben Verteilungsfunktion
ermittelt werden.
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Bild 4.10: Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe fu¨r eine konstante Verteilungsfunktion
f(1 , 0,6)
Alle Wu¨rfel weisen qualitativ dasselbe Spannungs-Dehnungs-Verhalten auf. Die Streu-
ung ist also im Verha¨ltnis zur Anzahl der Kontakte im Modell so gering, dass die
Ergebnisse reproduzierbar bleiben. Nach einem nahezu linearen Bereich reißen die
ersten Kontakte. In der Folge stellt sich bis zum Erreichen der Maximallast das er-
wartete nichtlineare Verhalten ein. Danach folgt ein Steifigkeitsabfall bis zum Bruch.
Im Bereich der Maximallast unterscheiden sich die Ergebnisse geringfu¨gig voneinan-
der, da bei den Wu¨rfeln unterschiedliche Versagensformen auftreten. Ausgewa¨hlte
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Bruchformen, die zwischen den Zeitpunkten t1 und t2 der jeweiligen Simulation
auftreten, sind in Abbildung 4.11 dargestellt. Die Abbildung zeigt jeweils alle unge-
rissenen Kontakte und die lokalen Verzerrungen.
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Bild 4.11: Verschiedene Versagensbilder bei konstanter Verteilungsfunktion
Es treten die typischen Versagensformen fu¨r Beton-Druckversuche auf. Das Abplat-
zen von ein oder mehreren Kanten (Wu¨rfel 1 und 2) tritt bei mehreren Simulationen
auf. Das vollsta¨ndige Abplatzen um einen Bruchkegel herum ist beispielsweise bei
Wu¨rfel 4 erkennbar. Die Streuung der Steifigkeitsfaktoren hat keinen Einfluss auf
den qualitativen Spannungs-Dehnungs-Verlauf, bestimmt jedoch die Versagensform.
Die angestrebte Abbildung der Heterogenita¨t von Beton kann somit erreicht werden.
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4.4 Simulation von Zugversuchen an Betonprobeko¨pern
Wa¨hrend Druckversuche trotz der Einschnu¨rungswirkung in der Regel durch Ein-
spannen der Pru¨fko¨rper in hydraulischen Pressen erfolgen, sind Zugversuche fu¨r
Beton deutlich aufwa¨ndiger. Der Einschnu¨rungseffekt bei Druckversuchen kann je
nach Pru¨fko¨rperform u¨ber Beiwerte beru¨cksichtigt und damit gut erfasst werden.
Zugversuche hingegen sind sehr anfa¨llig gegenu¨ber Kerben aus der Lasteinleitung
und dem Pru¨fungsaufbau, da der Beton nach der initialen Rissbildung spro¨de ver-
sagt. In der Regel kommt es nicht zu Teilabplatzungen, sondern zu einer sofortigen,
vollsta¨ndigen Trennung des Materials. Eine Umlagerung in Bereiche mit Resttrag-
fa¨higkeit erfolgt nicht. Eine durch den Versuchsaufbau bedingte Kerbe legt sowohl
den Ort des Versagens als auch den Zeitpunkt fest und muss somit unbedingt ver-
mieden werden. KUPFER und ZELGER [45] bzw. KUPFER und GERSTLE [46] haben
deshalb einen Versuchsaufbau mit Stahlbu¨rsten zur Lasteinleitung gewa¨hlt, der eine
mo¨glichst zwa¨ngungsfreie Querverformung an den Enden erlaubt und Kerbwirkung
vermeidet.
4.4.1 Modellierung
Die Probeko¨rper nach KUPFER und ZELGER [45] sind Betonscheiben mit den Abmes-
sungen 20 × 20 × 5 [cm]. Sie werden im Folgenden mit 8 × 8 × 2 und 16 × 16 × 4
Einheitszellen aufgelo¨st. Damit ergibt sich eine Auflo¨sung mit 1445 bzw. 9803 Par-
tikeln und 7332 bzw. 53832 initial verbundenen Kontakten. Die Pru¨fko¨rper werden
zuna¨chst an den Seiten in z-Richtung zwa¨ngungsfrei gelagert und sind in den Quer-
richtungen x und y frei verformbar, siehe Abbildung 4.12. Auf diese Weise wird die
nahezu zwa¨ngungsfreie Lagerung mit Bu¨rsten abgebildet. Die Belastung erfolgt u¨ber
eine geschwindigkeitsgesteuerte Bewegung der gelagerten Ra¨nder. In diesem Modell
werden die Randpartikel des Modellko¨rpers geschwindigkeitsgesteuert bewegt.
l = h = 4 · b = 20 [cm]
E = 3 · 1010 [N/m2]
ν = 0,18 [−]
εmax = 0,0025 [−]
αεn = 7 [−]
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Bild 4.12: Modell fu¨r Betonscheiben nach KUPFER [45]
Die Steifigkeiten in den Kontakten werden erneut mit einer Verteilung f(µs = 1, σs =
0,6) belegt, um eine heterogene Struktur zu simulieren. Der Zeitverlauf der Bewegung
der Randpartikel erfolgt mit kubischen HERMITE- Polynomen, die sich mit 50 [Hz]
wiederholen.
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4.4.2 Numerische Simulation
Die Ergebnisse fu¨r je drei einachsiale Zugbeanspruchungen von Scheiben unterschied-
licher Auflo¨sung nach Abschnitt 4.4.1 sind im Diagramm 4.13 dargestellt. In allen
sechs Simulationen zeigen die Probeko¨rper qualitativ dasselbe Verhalten unter Zug-
spannungen. Der Spannungs-Dehnnungs-Verlauf ist zuna¨chst linear und fa¨llt, nach
einem kurzen Bereich der nichtlinearen Anna¨herung an eine kritische Zugspannung,
auf einen Spannungswert von 0 ab. An dieser Stelle erfolgt eine horizontale Tren-
nung des Kontinuums, wie in Abbildung 4.13 dargstellt, sodass keine Kraft mehr in
der Belastungsrichtung u¨bertragen werden kann. Die Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe
decken sich sehr gut mit denen von KUPFER und ZELGER [45]. Auch das Bruchbild
in Abbildung 4.13 zum Zeitpunkt des Zugversagens kann mit dem DEM Modell gut
nachgebildet werden, siehe Abbildung 4.14.
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Bild 4.13: Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe fu¨r einachsiale Zugversuche und experi-
mentelle Ergebnisse aus KUPFER und ZELGER [45]
In der oberen Zeile von Abbildung 4.14 ist das Versagensbild der Diskretisierung
mit 128 Einheitszellen dargestellt, in der Unteren das der Diskretisierung mit 1024
Einzeitszellen. Die linke Spalte zeigt den Zustand der lokalen Verzerrungen zum
Zeitpunkt der maximalen Spannung. Daraufhin kommt es in der mittleren Spalte
zu einem Trennriss, der sich schlagartig einstellt. Die Betonscheibe wird entlastet
und die lokalen Verzerrungen der ungerissenen Kontakte gehen auf null zuru¨ck. Die
rechte Spalte zeigt zur Veranschaulichung alle nach dem Spannungsabfall noch in-
takten (oben) bzw. gerissenen (unten) Kontakte. Der Riss trennt das Kontinuum
vollsta¨ndig. Die Form und der Ort der Risse variieren je nach den streuungsbeding-
ten lokalen Schwachstellen des Materials. Die vollsta¨ndige Trennung mit einem ho-
rizontalen Makroriss ist jedoch in allen sechs Simulationen identisch und entspricht
den experimentellen Ergebnissen aus Abbildung 4.13.
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Bild 4.14: Versagensbilder von KUPFER-Scheiben unter einachsialem Zug
4.5 Simulation von mehrachsialen Belastungen
Neben den einachsialen Belastungen waren KUPFER und ZELGER [45] am Verhal-
ten von Beton unter biachsialen Spannungszusta¨nden interessiert. Zusa¨tzlich zu den
Zugversuchen aus Abschnitt 4.4 werden in diesem Abschnitt weitere ein- und biach-
siale Belastungen auf die Betonscheiben aufgebracht. Die zwa¨ngungsfreie Lagerung
aus Abbildung 4.12 wird dabei in allen Fa¨llen beibehalten. Die Belastungsgeschwin-
digkeiten der Ra¨nder sind in folgender Tabelle 4.1 angegeben.
Tabelle 4.1: Belastungsgeschwindigkeiten der Ra¨nder in [m/s]
Rand
Simulation y = 0 y = 0,2 z = 0 z = 0,2
S1: (einachs. Zug) frei frei -0,00025 0,00025
S2: (biachs. Zug) -0,00025 0,00025 -0,00025 0,00025
S3: (einachs. Druck) frei frei 0,00025 -0,00025
S4: (einachs. Druck, gehalten) 0 0 0,00025 -0,00025
S5: (biachs. Druck, schra¨g) 0,0001 -0,00025 0,00025 -0,00025
S6: (biachs. Druck) 0,00025 -0,00025 0,00025 -0,00025
S7: (Zug - Druck) -0,0001 0,0001 0,00025 -0,00025
Jede Simulation nach Tabelle 4.1 wird zwei mal durchgefu¨hrt, um verla¨sslichere
Ergebnisse bezu¨glich der Streuung zu erhalten. In Abbildung 4.15 sind die Ergebnisse
der Simulation S2 fu¨r biachsialen Zug dargestellt.
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Bild 4.15: Versagensbilder von KUPFER-Scheiben unter biachsialem Zug (Simulation
S2 aus Tabelle 4.1)
Die Scheibe versagt durch einen diagonalen Trennriss spro¨de. Der Riss startet in einer
Ecke und pflanzt sich in einem 45◦-Winkel fort. In welcher Ecke der Riss initiiert
wird und in welche Richtung sich der Riss einstellt, ist von lokalen Schwachstellen
abha¨ngig. An der oberen rechten Ecke der Scheibe mit 1024 Einheitszellen teilt sich
der Riss kurz vor der vollsta¨ndigen Trennung noch in zwei Risse auf und endet an
den beiden Außenfla¨chen in z- sowie y-Richtung. Am Beispiel der Diskretisierung
mit 128 Einheitszellen ist in Abbildung 4.16 die Rissfortpflanzung dargestellt.
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Bild 4.16: Rissentwicklung von KUPFER-Scheiben unter biachsialem Zug und experi-
mentelle Ergebnisse aus [45]
Wa¨hrend sich der Riss fortpflanzt, nehmen die lokalen Verzerrungen in der Beton-
scheibe ab, da diese entlastet wird. Ist das Kontinuum vollsta¨ndig getrennt, entste-
hen zwei spannungs- und dehnungsfreie Teilstrukturen. Das experimentelle Ergebnis
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aus Abbildung 4.16 zeigt ein sehr a¨hnliches Versagensbild wie die Simulationen. Auch
hier pflanzt sich der Riss diagonal durch die Scheibe fort. Das Spannungs-Dehnungs-
Verhalten entspricht qualitativ dem Verlauf unter einachsialer Zugbeanspruchung
und ist in den Diagrammen in Abbildung 4.17 dargestellt.
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Bild 4.17: Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe fu¨r biachsiale Zugversuche
Wie bei den einachsialen Zugversuchen versagen die Betonscheiben auch unter biach-
sialem Zug sehr spontan und ohne nennenswerte nichtlineare Anna¨herung des Span-
nungs-Dehnungs-Verlaufes an eine Bruchlast. Die erreichte Bruchlast ist fu¨r die Ele-
mentierungen mit 128 bzw. 1024 Einheitszellen wie bei den einachsialen Belastungen
nahezu identisch.
Auch die Versagensmechanismen unter Druckbelastung ko¨nnen mit der DEM-Simu-
lation gut nachgebildet werden. In Abbildung 4.18 ist die Betonscheibe unter ein-
achsialem Druck beim Erreichen der Bruchlast dargestellt. Das seitliche Abplatzen
des Materials unter einem oder zwei diagonalen Rissen, siehe Referenz in Abbildung
4.18, ist deutlich erkennbar. Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 4.18 die Be-
tonscheibe nach dem Versagen mit (oben rechts) und ohne (unten) die gerissenen
Kontakte dargestellt.
Die Trennung des Kontinuums und der damit verbundene Abfall der lokalen Verzer-
rungen ist erkennbar. Am linken Rand der Scheibe treten noch geringe Verzerrungen
nach dem Erreichen der Bruchlast auf, da im linken Trennriss noch Kra¨fte u¨ber Kol-
lisionen u¨bertragen werden ko¨nnen. Nach kurzer Weiterbelastung schert jedoch auch
dieser Teil ab.
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Bild 4.18: Versagensbild der Simulation S3 nach Tabelle 4.1 und experimentelle Er-
gebnisse aus [45]
Wa¨hrend bei Zug- sowie einachsialen Druckversuchen Risse senkrecht zu den freien
Oberfla¨chen entstehen, treten bei den mehrachsialen Druckversuchen laut KUPFER
und ZELGER [45] hauptsa¨chlich Risse parallel zu diesen Seiten auf. Es kommt zu
schlagartigen Abbplatzungen in x-Richtung. In Abbildung 4.19 sind die Bruchbilder
fu¨r die Simulationen S4 und S6 mit 128 Einheitszellen dargestellt.
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Bild 4.19: Versagensbilder der Simulationen S4 (oben) und S6 (unten) nach Tabelle
4.1
Beide Simulationen zeigen ein a¨hnliches Versagensbild. Im Gegensatz zu den zug-
beanspruchten Scheiben aus den Abbildungen 4.15 und 4.14 reißen zuna¨chst haupt-
sa¨chlich Kontakte in x-Richtung aufgrund von Querzug. Fu¨r die Simulation S4 sind
am Rand bei y = 0,2 [m] vor dem Versagen bereits einige gerissene Kontakte zu
sehen. Das Bruchversagen tritt schlagartig ein und der obere Teil der Scheibe platzt
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in x-Richtung ab. Dieses Verhalten deckt sich mit dem von KUPFER und ZELGER be-
obachteten Bruchbild, siehe Abbildung 4.20a. Bei den biachsialen Druckversuchen
der Simulation S6 wird die Betonscheibe im Moment des Erreichens der Bruchlast
nahezu vollsta¨ndig zersto¨rt. Es ist erkennbar, dass sich die Scheibe in der y-z-Ebene
trennt und Betonteile sowohl in x- als auch in negative x-Richtung abplatzen. Die
Trennung in der y-z-Ebene kann auch bei den experimentellen Versuchen beobachtet
werden, siehe Abbildung 4.20b.
a b
Bild 4.20: Bruchbilder unter schra¨g biachsialem (a) und gleichma¨ßig biachsialem (b)
Druck aus [45]
Fasst man die Bruchlasten fu¨r alle Simulationen zusammen, ko¨nnen diese u¨ber die
beiden Spannungen σzz und σyy beim Erreichen der Bruchlast aufgetragen werden.
Die Spannungen werden dabei auf den Betrag der gemittelten Bruchlast |fc,µ| aus den
einachsialen Druckversuchen normiert. Die Bruchlast fc einer Simulation entspricht
dem betragsma¨ßig gro¨ßten wa¨hrend der Simulation auftretenden Spannungswert σzz
bzw. σyy. Die Ergebnisse der DEM Simulationen sind in Abbildung 4.21 dargestellt.
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Bild 4.21: Versagensfla¨chen und DEM-Ergebnisse fu¨r KUPFER-Scheiben
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Als Referenz ist die kombinierte DRUCKER-PRAGER-RANKINE Fla¨che (DP-R) angege-
ben. Das DRUCKER-PRAGER Kriterium ist im Druckbereich mit
fDP (σ) =
√
J2 + αDP I1 − kDP (4.5)
gegeben. Darin sind I1 und J2 die Invarianten der effektiven Spannungen. Die Para-
meter des Modells,
kDP =
6 c cos(φ)√
3(3− sin(φ)) und αDP =
2 sin(φ)√
3(3− sin(φ)) , (4.6)
werden u¨ber die Koha¨sion c und den inneren Reibungswinkel φ an das Material
angepasst. Fu¨r einen Normalbeton, wie in den Ergebnissen von KUPFER und ZELGER
[45], ko¨nnen c = 0,42 fc und φ = 10
◦ gewa¨hlt werden. Dies entspricht z.B. nach
MESCHKE [55] einem Verha¨ltnis der bi- zur einachsialen Druckfestigkeit von fc,b/fc =
1,16. Im Zugbereich ist die Versagensfla¨che u¨ber das RANKINE Kriterium
fR(σ) = σR,v − ft (4.7)
begrenzt. Gleichung (4.7) begrenzt die Hauptspannungen im Zugbereich auf die
Zugfestigkeit des Materials. Als weitere Referenz sind in Abbildung 4.21 die Ver-
suchsergebnisse von KUPFER und ZELGER (KZ) sowie eine Versagensfla¨che fu¨r diese
Ergebnisse aus SPECK (SP) [75] angegeben. Die Versagensfla¨che nach SPECK besteht
aus mehreren Funktionen, die die Versuchsergebnisse bereichsweise abbilden ko¨nnen.
Die DEM Lo¨sung in Abbildung 4.21 kann die Versagensfla¨che der Versuchsergebnisse
qualitativ nachbilden. Die Bruchlasten im Druck-Druck sowie im Zug-Bereich werden
jedoch jeweils u¨berscha¨tzt. Fu¨r die beiden Auflo¨sungen mit 128 und 1024 Einheitszel-
len resultieren sehr a¨hnliche Versagensfla¨chen, sodass von einer ausreichend feinen
Elementierung ausgegangen werden kann. Um die Versagensfla¨che zu optimieren,
wird zuna¨chst der Einfluss des Modellparameters αεn auf die Spannungsverha¨ltnisse
untersucht. Die Werte fu¨r fc,b/fc und ft/fc in Abha¨ngigkeit des Modellparameters sind
in Abbildung 4.22 dargestellt.
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f t f c
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KUPFER und ZELGER [46]
Bild 4.22: Einfluss des Parameters αεn auf die Bruchlasten
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Das Diagramm 4.22 zeigt den Einfluss des Parameters αεn auf die Bruchlasten der
Betonscheiben. Die Verha¨ltnisse fc,b/fc = 1,16 [−] und ft/fc = 0,091 [−], die den Er-
gebnissen der KUPFER-Scheiben entsprechen, ko¨nnen nicht gleichzeitig erreicht wer-
den. Eine Erho¨hung von αεn versta¨rkt die Rissbildung unter Zugbeanspruchung und
verringert damit das in Abbildung 4.21 u¨berscha¨tzte Verha¨ltnis ft/fc. Gleichzeitig er-
ho¨ht sich jedoch das Verha¨ltnis fc,b/fc, da beim einachsialen Belastungszustand die
Kontakte auf Querzug fru¨her versagen, diese jedoch beim biachsialen Zustand u¨ber-
dru¨ckt werden und nur einen geringen Einfluss auf das Versagen haben. Aufgrund
der sinkenden einachsialen Druckfestigkeit bei nahezu gleichbleibender biachsialer
Druckfestigkeit steigert sich das Verha¨ltnis fc,b/fc fu¨r gro¨ßere αεn.
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Bild 4.23: Versagensfla¨chen und DEM-Ergebnisse fu¨r αεn = 3
Die Bruchlasten ko¨nnen nicht unabha¨ngig durch den Modellparameter angepasst
werden, da fu¨r steigende αεn das Versagen des Betons im diskreten DEM Modell
sowohl unter Zug- als auch Druckbeanspruchungen auf demselben Mechanismus
beruht. Das Versagenskriterium lokaler Verzerrungen in Kombination mit der ge-
wa¨hlten regelma¨ßigen Partikelanordnung der kubisch dichtesten Packungslage sor-
gen dafu¨r, dass Kontakte, die Zugverzerrungen erfahren, ob in Belastungsrichtung
oder durch Querzug, zuerst aufreißen und es im Anschluss zu einem spro¨den Bauteil-
versagen kommt. Da das Versagenskriterium eines Kontaktes lediglich die in Kontak-
trichtung auftretenden Normal- sowie die senkrecht dazu stehenden Schubverzerrun-
gen einbezieht, hat der Spannungs- bzw. Verzerrungszustand quer zum betrachteten
Kontakt keinen Einfluss auf das Erreichen des Kriteriums. Der vollsta¨ndige Verzer-
rungszustand im Kontaktbereich zwischen zwei Partikeln wa¨re notwendig, um mit
einen zweiten Modellparameter Druck- und Zugbereich individuell anpassen zu ko¨n-
nen. Die Verzerrungen in Querrichtungen sind allerdings im Sinne der DEM nicht
vorhanden. Ein zweiter Modellparameter, um beispielsweise die bekannten lokalen
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Schubverzerrungsanteile zu wichten, kann den Bereich der mo¨glichen Kombinatio-
nen an Spannungsverha¨ltnissen aus Abbildung 4.22 nur geringfu¨gig erweitern.
Wa¨hlt man anhand der Ergebnisse aus Abbildung 4.22 den Parameter αεn = 3 [−],
ergibt sich die in Diagramm 4.23 dargestellte Versagensfla¨che. Das DEM-Modell ist
in der Lage den mit dem DRUCKER-PRAGER Kriterium abgedeckten Druck-Bereich
gut zu approximieren. Das RANKINE Kriterium kann jedoch nicht gleichzeitig erfu¨llt
werden.
Das diskrete Modell eignet sich bedingt, um Beton in verschiedenen Belastungs-
zenarien bis zum Bruch zu simulieren. Bruchbilder aus experimentellen Versuchen
ko¨nnen mit den numerischen Berechnungen gut abgebildet werden, jedoch wird die
Zugfestigkeit oder die biachsiale Druckfestigkeit fu¨r Normalbeton u¨berscha¨tzt.
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5 Modellierung faserversta¨rkter Materialien
Das spro¨de Materialverhalten von Beton und insbesondere UHPC erfordert duktili-
ta¨tssteigernde Maßnahmen in der baupraktischen Anwendung. Wenn Bauteile oder
sogar ganze Bauwerke spontan und ohne optische Voranku¨ndigung versagen, stellt
dies ein großes Sicherheitsrisiko dar. Neben einfachen Bewehrungen von Betonbau-
teilen wird im Zuge der Entwicklung neuer Hochleistungsbetone immer wieder auf
Faserversta¨rkungen zuru¨ckgegriffen. Der Betonmatrix werden bereits im Mischpro-
zess Fasern zugeschlagen. Diese Art der Bewehrung macht den Baustoff noch flexibler
in der Formgebung und vielseitiger in der Anwendung. In diesem Kapitel wird ein
Modell fu¨r das Verhalten von Fasern entwickelt und in das bestehende DEM Modell
implementiert.
5.1 Modellerweiterung
Faserzuschla¨ge haben einen vernachla¨ssigbar kleinen Einfluss auf die Druckfestig-
keit von Beton, siehe z.B. SCHMIDT und FEHLING [69]. Erst im gerissenen Zustand
des Betons leisten sie einen Beitrag zum Lastabtrag. Das DEM Modell mit der
Bruchbedingung aus Abschnitt 4.2 wird demnach um einen Teil nach dem Erreichen
der maximalen lokalen Verzerrungen erweitert.
Entsteht ein Riss im Material und die Fasern nehmen die freiwerdenden Spannungen
auf, kann an dieser Stelle ein eindimensionales reines Zugtragverhalten angenommen
werden. Fasern haben aufgrund ihrer Abmessungen nahezu keine Schubsteifigkeit
und ko¨nnen deshalb keine Kra¨fte in Querrichtung aufnehmen. Weiterhin weichen
Fasern bereits unter kleinen Druckbelastungen stabilita¨tsbedingt aus. Daher wird
ausschließlich eine Steifigkeit in Kontaktnormalenrichtung und diese auch nur im
Zugbereich angesetzt. Die Modellbildung ist vergleichbar mit der in Abschnitt 2.2.2
vorgestellten Wasserbru¨ckenmodellierung bei koha¨siven Medien.
Zuna¨chst wird ein rheologisches Element auf Grundlage der Eigenschaften der Stahl-
fasern sowie deren Verbund im Beton entwickelt und anschließend die Implementie-
rung vorgestellt.
5.1.1 Materialverhalten
Fu¨r Faserversta¨rkungen ko¨nnen verschiedene Werkstoffe verwendet werden. Neben
den verbreiteten Stahlfasern kommen auch Kunststoff- oder Glasfasern zum Einsatz.
Eine U¨bersicht liefert z.B. WIETEK in [84]. Der im baupraktischen Bereich verbrei-
tetste Werkstoff fu¨r Fasern ist jedoch Stahl. Die Verwendung von Drahtfasern bietet
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viele Vorteile. Sie zeichnen sich durch eine gute Verarbeitbarkeit aus, da sie sehr
glatt sind und sich damit gut untermischen lassen, siehe z.B. SPECK [75]. Ein Verlei-
men der Fasern zu Paketen vor dem Mischvorgang verhindert zusa¨tzlich Pha¨nomene
wie die Igelbildung, da sich die Fasern nicht verhaken. Trotz der glatten Oberfla¨che
ist auch der Verbund in der Betonmatrix in der Regel sehr gut. In diesem Abschnitt
wird auf der Grundlage dieser U¨berlegungen ein vereinfachendes Materialmodell fu¨r
Stahl vorgestellt, um das Verhalten der Fasern zu erfassen.
Der Werkstoff Stahl bietet in der Regel große plastische Reserven. Abgesehen von
besonderen, hochfesten Sta¨hlen, die zu spro¨derem Versagen neigen, zeichnen sich die
meisten Sta¨hle durch eine hohe Duktilita¨t aus. Dieses Verhalten soll genutzt werden,
um das spro¨de Versagen von Beton abzufangen und ein duktiles Bauteilversagen
zu erhalten. Das qualitative Spannungs-Dehnungs-Verhalten von Stahl sowie eine
abgeleitete Vereinfachung ist in folgendem Diagramm 5.1 dargestellt.
εel,0 εf,max
σmax(εpl = 0)
σmax(εpl)
ε
σ Stahl qualitativ
bilineares Modell
εpl
εel
dn
kel − kpl
kpl
µ(σmax)
ε
!≤ εf,max
Bild 5.1: Qualitative Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe fu¨r Stahl und rheologisches
Element
Die Fasern werden mit einem bilinearem Materialmodell mit isotroper Verfestigung
modelliert, um die Tragreserven von Stahl beschreiben zu ko¨nnen. Der nichtlinea-
re Verfestigungsbereich von Stahl wird linear approximiert. Damit die Materialre-
serven hinsichtlich Dissipationsarbeit nicht u¨ber- oder unterscha¨tzt werden, muss
darauf geachtet werden, dass die grau hinterlegte Fla¨che zwischen den Kennlinien
im Integral null ergibt. So wird bei einer Belastung bis zum Bruch in beiden Fa¨l-
len die gleiche Arbeit geleistet. Aus dem Spannungs-Dehnungs-Verhalten kann das
rheologische Element aus Abbildung 5.1 entwickelt werden. Die parallel geschalteten
Federn bilden in Kombination mit dem Reibelement, welches aktiv wird, sobald die
momentane Fließgrenze σmax(εpl) erreicht wird, das bilineare Materialverhalten ab.
Zusa¨tzlich werden parallel ein Da¨mpfungselement sowie vorgeschaltet eine Bruchbe-
dingung fu¨r die maximalen Verzerrungen implementiert.
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5.1.2 Verbundverhalten
Der Verbund von Fasern und Betonmatrix ist von hoher Bedeutung fu¨r das Verhal-
ten des Werkstoffes. Sind die Fasern fest in der Matrix integriert, ko¨nnen diese nach
dem Aufreißen des Betons hohe Zugkra¨fte aufnehmen. Werden die Fasern jedoch
leicht ausgezogen, kann es zu a¨hnlich spro¨den Versagensformen wie bei unbewehr-
tem Beton kommen. Fu¨r den Verbund zwischen Stahl und Beton sind chemische
sowie mechanische Effekte verantwortlich. Maßgebend bei Stahlfasern ist in der Re-
gel die mechanische Haftung in der Betonmatrix. Abha¨ngig von der Faserform sowie
mo¨glicher Endverankerungen unterscheidet sich das Auszugverhalten von Fasern.
Im Diagramm 5.2 sind zwei qualitative Kraft-Schlupf-Verla¨ufe fu¨r den Faserauszug
dargestellt.
fmax,a
fmax,b
s
f
Auszug qual. nach [58]
Auszug qual. nach [53]
a
b
c
Bild 5.2: Qualitative Kraft-Schlupf-Verla¨ufe und Fasertypen: Gerade (a), mit Haken
(b) und Verdreht (c) nach KIM ET AL [40]
Die erste Kennlinie zeigt den qualitativen Auszug einer geraden Stahlfaser (siehe
Abbildung 5.2a) aus einer HPC Matrix nach NAAMAN und NAJM [58]. Nachdem die
Haftreibung u¨berschritten ist, kommt es zu einem Auszug auf einem nahezu kon-
stanten Lastniveau, welches deutlich unterhalb der maximalen Auszugskraft fmax,a
liegt. Die zweite Kennlinie aus MARKOVICH ET AL [53] stellt den Kraft-Schlupf-Verlauf
fu¨r eine Faser mit Endhaken aus Abbildung 5.2b dar, die aus Normalbeton sowie
mikrofaserbewehrtem Hybridbeton ausgezogen wird. Hierbei muss fu¨r einen Auszug
aus der Matrix zuna¨chst der Haken an zwei Stellen umgebogen werden und es ent-
steht der charakteristische Verlauf mit zwei Hochpunkten zu Beginn der Belastung.
Nachdem der Haken ausgezogen wurde, verha¨lt sich die Faser wie die zuvor beschrie-
bene gerade Faser, und wird bei konstanter Last ausgezogen.
Je fester die Betonmatrix ist, desto besser sind die Fasern integriert und ko¨nnen ef-
fektiver ausgenutzt werden. WILLE und NAAMAN untersuchen in [85, 86] das Verbund-
verhalten von hochfesten Stahlfasern in UHPC und kommen zu einem Ergebnis, bei
dem der Abfall der Kurve in der Kraft-Schlupf-Beziehung ausbleibt. Da die Fasern
nach dem Erreichen von fmax weiterhin bei konstanter Last ausgezogen werden, kann
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eine Verfestigung des Verbundes angenommen werden. Wenn die Verankerungsla¨nge
bei konstanter Kraft geringer wird, steigt die Schubspannung im Verbund. Sowohl
CHAN und CHU [8] als auch WILLE und NAAMAN [85, 86] stellen nach dem vollsta¨ndigen
Auszug Kratzspuren auf der Faseroberfla¨che fest. Diese erho¨hen den Reibwiderstand
und sorgen fu¨r einen besseren Verbund. Weitere Nachforschungen zur Verbundver-
festigung stellen KIM ET AL [40] vor, die das Pha¨nomen vor allem bei verdrehten
Fasern, siehe Abbildung 5.2c, feststellen. Ein qualitativer Kraft-Schlupf-Verlauf fu¨r
Fasern mit Verbundverfestigung ist in Diagramm 5.3 dargestellt.
smax,1 smax,2
fsl,max
s
f
Auszug qual. nach [85, 40]
Modell
ksl
µ(f(s))
s
!≤ smax,2
µ(fsl,max)
Bild 5.3: Qualitative Kraft-Schlupf-Verla¨ufe mit Verbundverfestigung und rheologi-
sches Element
Mit den Erkenntnissen u¨ber die Verbundverfestigung wird in der vorliegenden Arbeit
das in Abbildung 5.3 dargestellte Verbundmodell gewa¨hlt. Zu Beginn der Belastung
kommt es zu einem quasilinearen Auszug bis die maximale Last erreicht ist. Danach
wird die Faser unter gleichbleibender Last ausgezogen. Der Schlupf s des Verbundes
ist zu jedem Zeitpunkt irreversibel. s bleibt bei einer Ent- oder Belastung in die Ge-
genrichtung konstant. Das Verhalten ist in Abbildung 5.3 mit einem rheologischen
Element realisiert. Die Federsteifigkeit ksl beschreibt den linearen Bereich zu Beginn
des Auszuges. Das parallel geschaltete Reibelement ist abha¨ngig von der zugeho¨ri-
gen Kraft des aktuellen Schlupfes und sorgt dafu¨r, dass der Schlupf irreversibel ist.
Sobald fsl,max erreicht ist, wird ein zweites mit der Feder in Reihe geschaltetes Rei-
belement aktiv. Die parallelen Reibelemente sind ab diesem Zeitpunkt identisch, da
f(s) = fsl,max. Die Faser wird danach bei konstanter Last ausgezogen. Vorgeschaltet
ist eine Auszugbedingung fu¨r s, bei der der Verbund gelo¨st wird.
92
5.1.3 Implementierung
In Abbildung 2.1 ist ein vereinfachtes Ablaufschema fu¨r Simulationen mit der DEM
dargestellt. Der erste der drei Abschnitte, die in jedem Zeitschritt durchgefu¨hrt wer-
den, besteht aus dem Auffinden und Auswerten aller Kontakte. Neben Kollisionen
freier Partikel sowie den Kontakten aus initial verbundenen Partikeln kommt in
diesem Kapitel die Auswertung von Faserkontakten hinzu. Das neue Schema der
Kontaktauswertung ist in Abbildung 5.4 dargestellt.
Suche nach mgl.
Reduzierung um Initiale Kontakte Faserkontakte
Auswertung
εlo < εmax
n
n
+1
−1
n
+1
AuswertungKollisionen pru¨fen
Auswertung
εlo < εf,max
s < smax,2 n
−1
∑
fc
t+ 1
Kollisionen
initiale Kontakte
Bild 5.4: Schematischer Ablauf der Kontaktauswertung
Sowohl die Auswertung der Kollisionen als auch der Faserkontakte bedingt eine
vorangeschaltete Auswertung aller Festko¨rperkontakte, da hieraus neue Objekte der
anderen Kontakte entstehen ko¨nnen. Die Auswertung der Faserkontakte beruht auf
einem kombinierten rheologischen Element der Abschnitte 5.1.1 und 5.1.2, welches
in Abbildung 5.5 dargestellt ist.
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Bild 5.5: Kombiniertes rheologisches Element fu¨r einen Faserkontakt
Als zusa¨tzliche Materialparameter fu¨r den Verbundwerkstoff kommen die Steifig-
keitsfaktoren ζf,el, ζf,pl und ζf,sl, die Verzerrungen εel,0 und εf,max, die Schlupfpa-
rameter smax,1 und smax,2 sowie ein Da¨mpungsmaß αf hinzu. Die Steifigkeiten der
Fasern sowie des Auszuges werden mit Anteilen ζ an der Betonsteifigkeit definiert.
ζf,el repra¨sentiert dabei die Menge und Festigkeit der Fasern, ζf,pl beschreibt den
Verfestigungsast der Fasern und ζf,sl steht fu¨r die Integration der Fasern in die
Betonmatrix. Die Verzerrungsparameter definieren die Materialeigenschaften des
Stahls. Die Schlupfparameter legen einen mo¨glichen Auszug fest. Zur Validierung
des Modells wird im Folgenden ein Miniaturbeispiel zweier initial verbundener Par-
tikel untersucht. Das Beispiel sowie die gewa¨hlten Parameter sind in Abbildung 5.6
dargestellt.
z
x
y
px = 150 [N]
kn = 10
5 [N/m]
ζf,el = 0,5 [−]
ζf,pl = 0,0012 [−]
εel,0 = 0,00112 [−]
εf,max = 0,25 [−]
αf = 0,05 [−]
Bild 5.6: Miniaturbeispiel fu¨r einen Faserauszug
Zwei Partikel sind mit einem Kontakt der Steifigkeit kn verbunden. Ein Partikel ist in
allen Raumrichtungen gehalten und das zweite wird durch eine u¨ber 50 [s] gesteigerte
Last bis zu einem Wert von px = 150 [N] in x - Richtung belastet. Die Verzerrungen
εel,0 und εf,max, sind so gewa¨hlt, dass ein qualitatives Materialverhalten von Stahl
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entsprechend Abbildung 5.1 erreicht wird. Fu¨r das Verha¨ltnis der Parameter ζf,el,
ζf,pl gilt
ζf,pl
ζf,el
!
=
εel,0(1− fyfu )
fy
fu
(εf,max − εel,0)
. (5.1)
Darin sind fy die Streckgrenze und fu die maximale Zugfestigkeit des gewa¨hlten
Stahls. Gleichung (5.1) stellt sicher, dass der qualitative Verlauf des Materials ent-
sprechend Abbildung 5.1 unabha¨ngig von der Menge der Fasern ζf,el ist. Wird ζf,el
vera¨ndert, muss auch ζf,pl entsprechend Gleichung (5.1) angepasst werden, damit
das Materialverhalten des gewa¨hlten Stahls erhalten bleibt und beim Plastifizieren
des Stahls die richtige Menge Energie dissipiert wird. Die Auszugbedingung wird in
einer zweiten Berechnung hinzugefu¨gt.
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Bild 5.7: Kraft-Zeit-Verla¨ufe
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Bild 5.8: Kraft-Verzerrungs-Verla¨ufe
Bei t = 8 [s] wird die lokale Verzerrung fu¨r den initialen Kontakt u¨berschritten,
sodass der Kontakt reißt. Die Faser wird aktiv und die Faserkraft setzt sich ins
Gleichgewicht mit der aufgebrachten Last. Durch das schlagartige Aktivieren der
Faser entsteht eine dynamische Anregung fu¨r das System, sodass die Faserkraft
zuna¨chst um den Gleichgewichtszustand oszilliert. Bei einer Last von px = 112 [N]
fa¨ngt der Stahl an zu fließen. In der Folge wird Energie dissipiert. Das belastete
Partikel wird beschleunigt und durch die auftretenden Geschwindigkeiten entstehen
hohe Da¨mpfungskra¨fte. Das Diagramm 5.8 zeigt den großen Anteil an plastischen
Verzerrungen. Bei der maximal erreichten Verzerrung ε = 0,1559 [−] entspricht
der plastische Anteil εpl = 0,1544 [−]. Erweitert man das Miniaturbeispiel um eine
Auszugbedingung mit den Parametern ζf,sl = 0,14 [−], smax,1 = 0,001 [m] und
smax,2 = 0,04 [m] ergeben sich geringe Vera¨nderungen in der Faserantwort.
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Bild 5.9: Kraft-Zeit-Verla¨ufe mit
Schlupfbedingung
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Bild 5.10: Verschiebungs-Zeit-
Verla¨ufe
Die Diagramme 5.9 und 5.10 veranschaulichen den Einfluss der Auszugbedingung.
Bei einer Last px = fsl,max = 140 [N] kann keine weitere Last mehr aufgenommen
werden, da die Faser ausgezogen wird. Vorher kommt es durch den Schlupf lediglich
zu einer leichten Phasenverschiebung der Oszillation. Bei t = 35 [s] ist die Faser
vollsta¨ndig ausgezogen, und die Partikel werden getrennt. Das Diagramm 5.10 stellt
den Verlauf der U¨berlappung δf bzw. des Schlupfes s im Zeitbereich dar. Nach einem
geringen Auszug durch die spontane Belastung zum Zeitpunkt des Aufreißens wird
der Schlupf leicht linear gesteigert und nimmt mit Erreichen von fsl,max schnell zu.
Diagramm 5.11 zeigt, dass durch das fru¨here Ausziehen der Faser weniger Energie
dissipiert wird, da die plastischen Reserven des Materials nicht vollsta¨ndig genutzt
werden ko¨nnen.
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Bild 5.11: Kraft-Verzerrungs-Verla¨ufe mit und ohne Auszugbedingung
Bezogen auf die Abmessungen der Fasern entspricht der grau bzw. rot hinterleg-
te Bereich in Abbildung 5.11 der dissipierten Energie. Aufgrund des Auszuges bei
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px = 140 [N] wird bei der zweiten Berechnung nur der graue Bereich dissipiert. Der
rot hinterlegte Bereich entfa¨llt durch das vorzeitige Auflo¨sen des Faserkontaktes.
Die Parameter sind so gewa¨hlt, dass die maximale Auszugskraft fsl,max im Bereich
der Plastifizierung der Fasern liegt. Dieser kombinierte Versagenszustand stellt einen
Sonderfall dar. In der Regel ist nur einer der beiden Versagensmechanismen maß-
gebend. Liegt fsl,max unterhalb der Streckgrenze der Fasern, bedeutet dies, dass die
Materialreserven nicht ausgenutzt werden ko¨nnen, und der Auszug maßgeblich fu¨r
das Verhalten des Betons verantwortlich ist. Liegt fsl,max oberhalb der Bruchlast
reißen die Fasern bevor diese ausgezogen werden, sodass die Auszugbedingung nur
geringen Einfluss hat. Die Parameter ko¨nnen angepasst werden, je nachdem wie fest
die Fasern durch Endverankerung oder Betonfestigkeit in der Matrix integriert sind.
Das Modell bleibt damit variabel fu¨r verschiedene Faser- und Materialarten.
Es wird impliziert, dass die Fasern im Bauteil perfekt verteilt sind, da die Fasern
u¨ber die Faktoren ζf,el, ζf,pl und ζf,sl als ein Anteil der lokalen Betonsteifigkeit kn
definiert werden und in jedem Kontakt gleich sind. Diese Voraussetzung ist nicht
immer zutreffend, da eine gleichma¨ßige Untermischung der Fasern nur schwer umzu-
setzen ist. Der Mischprozess stellt große Herausforderungen an die Verfahrenstechnik
und beinhaltet immer eine hohe Unsicherheit. Verfahren, die den Fasergehalt, die
Verteilung sowie Ausrichtung im Nachhinein kontrollieren ko¨nnen, werden zum Bei-
spiel von SCHNELL ET AL in [71] vorgestellt, sind aber in der Regel sehr aufwa¨ndig.
Eine unregelma¨ßige Verteilung oder eine Richtungsabha¨ngigkeit der Fasern ko¨nnte
im vorliegenden Modell durch die Anpassung der Faktoren ζ durch Abha¨ngigkeiten
ζ = ζ(eijn ,xi,xj) (5.2)
vom Ort der Partikel und Richtung des Kontaktes beru¨cksichtigt werden. Fu¨r die
folgenden Berechnungen werden die Faktoren ζ fu¨r das Material als konstant ange-
nommen.
5.2 Druckversuche an faserversta¨rktem UHPC
In diesem Abschnitt werden Druckpu¨fungen von UHPC-Proben mit und ohne Faser-
versta¨rkungen simuliert. Der Einfluss der Modellparameter wird dargestellt, und das
Materialverhalten bei ansteigendem Fasergehalt untersucht. Zuna¨chst wird der Fa-
sergehalt ohne Auszugbedingung variiert. In einem zweiten Schritt ist in Abschnitt
5.2.3 die Auszugbedingung hinzugefu¨gt.
5.2.1 Modellierung
UHPC stellt neben den auch fu¨r Beton geltenden Randbedingungen weitere Heraus-
forderungen an die Herstellung geeigneter Probeko¨rper. Wu¨rfel und Zylinder mit den
Abmessungen von experimentellen Untersuchungen an Normalbeton ko¨nnen ha¨ufig
nicht verwendet werden, da die fu¨r ein Bruchversagen notwendige Kraftaufbringung
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von herko¨mmlichen Pru¨fmaschinen nicht mehr geleistet werden kann. Es werden
in der Regel kleinere Probeko¨rper verwendet, wobei wie bei Normalbeton ebenfalls
Wu¨rfel und Zylinder zum Einsatz kommen. GRAYBEAL und DAVIS untersuchen in [29]
die Eignung verschiedener Wu¨rfel und Zylinderproben. Sie kommen zu dem Ergeb-
nis, dass sich Zylinder mit den Durchmessern 10,2 [cm] und 7,6 [cm] sowie Wu¨rfel
mit der Kantenla¨nge 10,0 [cm] fu¨r die Ermittlung der Druckfestigkeit eignen. Be-
stehen auch fu¨r diese Abmessungen noch Grenzen der Pru¨feinrichtungen ko¨nnten
auch Wu¨rfel mit einer Kantenla¨nge von 7,07 [cm] verwendet werden und u¨ber einen
Faktor in die Ergebnisse entsprechender gro¨ßerer Proben u¨berfu¨hrt werden. Die Er-
gebnisse kleinerer Probeko¨rper mit einer Kantenla¨nge bzw. einem Durchmesser von
5,1 [cm] streuen stark und sind deshalb nicht geeignet. In den folgenden Abschnitten
wird ein Wu¨rfel mit der Kantenla¨nge 10,0 [cm] untersucht. Der Wu¨rfel wird mit vier
Einheitszellen je Richtung und damit mit 729 Partikeln und 3672 initial verbunde-
nen Kontakten aufgelo¨st.
UHPC ist deutlich homogener als Normalbeton. Aus diesem Grund werden die Fak-
toren fu¨r die Betonsteifigkeit ζk mit einer geringeren Standardabweichung σs =
0,3 [−] gestreut. Die Simulationen basieren auf dem in Abbildung 4.2 dargestellten
Modell mit beweglichen Wa¨nden zur Simulation einer Druckpru¨fung in herko¨mmli-
chen hydraulischen Pru¨fmaschinen. Die Materialparameter fu¨r UHPC werden nach
z.B. SCHMIDT und FEHLING [69] mit E = 5 · 1010 [N/m2] und ν = 0,18 [−] festgelegt.
5.2.2 Einfluss des Fasergehaltes
Zuna¨chst wird der Einfluss der Fasermenge bzw. des Parameters ζf,el untersucht.
In Tabelle 5.1 sind fu¨nf Simulationen fu¨r Wu¨rfel mit unterschiedlichem Faserge-
halt angegeben. Die weiteren Fasermodellparameter εel,0 und εf,max bleiben fu¨r alle
Simulationen konstant. Eine Auszugbedingung bzw. die Schlupfparameter bleiben
zuna¨chst in allen Simulationen unberu¨cksichtigt. Der Da¨mpfungsparameter der Fa-
sern wird mit αf = 0,05 [−] festgelegt. Als weitere Modellparameter werden die
Parameter fu¨r die Bruchbedingung αεn = 3 [−] sowie εmax = 0,0038 [−] gewa¨hlt.
Der Parameter αεn ist in Abschnitt 4.5 erla¨utert.
Tabelle 5.1: Simulationen von faserversta¨rkten UHPC Wu¨rfeln
Steifigkeitsfaktoren [−] Fasermodellparameter
Simulation ζf,el ζf,pl ζf,sl εel,0 [−] εf,max [−] smax,1 [m] smax,2 [m]
SF1 0,0 0,0
SF2 0,01 2,39 · 10−5
SF3 0,1 2,39 · 10−4 - 0,00112 0,25 - -
SF4 0,2 4,78 · 10−4
SF5 0,5 1,12 · 10−3
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Die maximal ertragbare lokale Verzerrung εmax ist bei UHPC ho¨her als bei Normal-
beton und sorgt mit dem ebenfalls ho¨heren Elastizita¨tsmodul sowie der geringeren
Heterogenita¨t dafu¨r, dass ein Mehrfaches der Bruchlasten von Normalbeton erreicht
werden kann.
Das Diagramm 5.12 zeigt die Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe der Simulationen aus
Tabelle 5.1. Den Ergebnissen ko¨nnen mehrere Pha¨nomene entnommen werden. Fu¨r
ζf,el = 0,0 [−] handelt es sich um reinen UHPC, der trotz leichter Streuung der
Parameter extrem spro¨de versagt. Nach dem Erreichen der Bruchlast von etwa
fc = 1,85 · 108 [N/m2] fa¨llt die Spannung auf einen Wert von null ab. Dieses Verhalten
ist typisch fu¨r ultrahochfeste Betone und entspricht experimentellen Ergebnissen,
siehe z.B. SCHMIDT und FEHLING [69]. Das gleiche Verhalten zeigt auch die Simulati-
on SF2 mit minimalem Fasergehalt.
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Bild 5.12: Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe fu¨r faserversta¨rkte UHPC-Wu¨rfel
Auch bei einem Faserzuschlag von ζf,el > 0,01 [−] in den Simulationen SF3 und SF4
wird die maximale Bruchlast zuna¨chst nicht beeinflusst. Fu¨r die Simulationen SF3
und SF4 vera¨ndert sich im Gegensatz zu SF1 und SF2 lediglich der grau hinterlegte
Bereich nach dem Erreichen der Bruchlast. Die Fasermenge ist ausreichend, um eine
duktilita¨tssteigernde Wirkung zu erreichen. Statt des spontanen Bruchversagens des
Wu¨rfels zeigen die Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe einen entfestigenden Bereich nach
dem Erreichen der Bruchlast. Dieses Pha¨nomen entspricht dem in Experimenten be-
obachteten Verhalten, siehe z.B. HASSAN ET AL [31] oder SCHMIDT und FEHLING [69].
Bei der Simulation SF4 ist im spa¨teren Verlauf des Nachbruchbereichs noch eine
verfestigende Wirkung zu beobachten. Die Verla¨ufe von SF3 und SF4 zeigen zu Be-
ginn qualitativ ein a¨hnliches Verhalten. Nach dem Erreichen der Bruchlast folgt ein
schnell entfestigender Bereich, bei dem die Fasern erstmalig aktiviert werden. In dem
Moment, in dem es bei unbewehrtem Beton zu Kantenabplatzungen kommt, wer-
den die Fasern aktiv und halten den Wu¨rfel zusammen. Das erstmalige Aktivieren
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der Fasern geht mit einem Spannungs- sowie Steifigkeitsabfall des Wu¨rfels einher.
Nachdem die Fasern aktiviert sind, steigt die Spannung wieder entsprechend eines
geringeren Verbund-Elastizita¨tsmoduls, bis es zu weiteren aufreißenden Kontakten
kommt und zusa¨tzliche Fasern aktiviert werden. Die Steigung der lokalen Verfesti-
gungsa¨ste der Nachbruchbereiche nimmt mit zunehmender Scha¨digung des Wu¨rfels
ab. Da nach dem Aufreißen des Betons aufgrund der Stahlfasern wesentlich gro¨ßere
lokale Verzerrungen fu¨r den Verbundwerkstoff mo¨glich sind, kann der Wu¨rfel trotz
abnehmender Steifigkeit weiter belastet werden.
Fu¨r Simulation SF5 kann die Spannung nach dem Erreichen der bisherigen Bruchlast
noch weiter gesteigert werden. Man spricht in diesem Fall von einem u¨berkritischen
Fasergehalt bzw. Tragverhalten, siehe z.B. OETTEL und EMPELMANN [61]. Fasermen-
gen, die zu einem u¨berkritischen Tragverhalten in Druckversuchen fu¨hren, werden
jedoch in der Regel aus wirtschaftlichen und verfahrenstechnischen Gru¨nden nicht
eingesetzt.
Die Scha¨digung des Wu¨rfels aus SF3 an den in Diagramm 5.12 markierten Zeitpunk-
ten t1 = 1,32 [s], t2 = 1,33 [s] und t3 = 2,43 [s] ist in Abbildung 5.13 dargestellt.
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Bild 5.13: Zusta¨nde des Wu¨rfels aus SF3 bei t1 = 1,32 [s], t2 = 1,33 [s] und t3 =
2,43 [s]
Die obere Zeile von Abbildung 5.13 zeigt den Verschiebungszustand der Partikel
in einer Querrichtung zu den drei Zeitpunkten. Beim ersten Spannungsabfall zwi-
schen t1 = 1,32 [s] und t2 = 1,33 [s] kommt es zu großfla¨chigen Abplatzungen der
Kanten im oberen Bereich des Wu¨rfels, die jedoch von den Fasern abgefangen wer-
den. Die Fasern, die dabei aktiviert werden, sind in der zweiten Zeile der Abbildung
5.13 dargestellt. Innerhalb des Wu¨rfels entsteht eine komplexe Fasertragstruktur.
Zum Zeitpunkt t3 = 2,43 [s] ist der Wu¨rfel fast vollsta¨ndig gescha¨digt. Die Stei-
gung der Spannungs-Dehnungs-Kennlinie ist bei der Weiterbelastung des Wu¨rfels
aus Diagramm 5.12, deutlich geringer als im ungerissenen Zustand oder nach dem
Zeitpunkt t2 = 1,33 [s]. Mit zunehmender Wu¨rfelscha¨digung stellen sich in den
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Fasern große lokale Verzerrungen ein, die bis zur vorgegebenen Bruchdehnung des
Stahls von εf,max = 0,25 [−] reichen, sodass die Fasern reißen. Der Wu¨rfel weist
am Ende der Belastung keine nennenswerte Tragfa¨higkeit mehr auf. Ein spro¨des
Versagen konnte jedoch durch die Fasern verhindert werden.
5.2.3 Einfluss der Auszugbedingung
In diesem Abschnitt wird die Simulation SF3 aus Abschnitt 5.2.2 um eine Auszug-
bedingung erweitert. Die Kraft, bei der die Fasern plastifizieren, ist mit
fpl = ζf,elknεel,0(ri + rj) (5.3)
fu¨r jeden Kontakt gegeben. Der Parameter fsl,max, bei der die Faser ausgezogen
wird, kann an diesen Wert angepasst werden, um je nach Anwendung die plastischen
Reserven der Fasern auszunutzen oder nicht zu beru¨cksichtigen. In Tabelle 5.2 sind
die Parameter fu¨r SF3 mit variabler Auszugbedingung angegeben. ζf,sl wird bei
konstanten Schlupfparametern smax,1 und smax,2 variiert, sodass eine unterschiedlich
feste Integration in der Betonmatrix untersucht werden kann. Die Parameter fu¨r das
Materialverhalten der Fasern bleiben in allen Simulationen identisch.
Tabelle 5.2: Simulationen von faserversta¨rkten UHPC Wu¨rfeln mit
Auszugbedingung
Steifigkeitsfaktoren [−] Fasermodellparameter
Simulation ζf,el ζf,pl ζf,sl εel,0 [−] εf,max [−] smax,1 [m] smax,2 [m]
SF3A1 0,005
SF3A2 0,01
SF3A3 0,1 2,39 · 10−4 0,02 0,00112 0,25 0,0001 0,01
SF3A4 0,05
SF3A5 0,1
Als Referenz fu¨r die Simulationen SF3A1 bis SF3A5 ist in Abbildung 5.14 die Si-
mulation SF3 ohne Auszugbedingung mit angegeben. Der Wert ζf,sl = 0,2 [−] der
Simulation SF3A3 entspricht nach Gleichung (5.3) einem Auszug kurz nach Beginn
des Plastifizierens. Der Auszug hat bei geringeren Werten von ζf,sl einen großen
Einfluss auf die Duktilita¨t. Aufgrund des fru¨hen Auszuges werden die maximal ela-
stisch aufnehmbaren Kra¨fte sowie die plastischen Reserven der Fasern nicht genutzt.
Der Wu¨rfel versagt aus diesem Grund in den Simulationen SF3A1 und SF3A2 sehr
spro¨de. Bei Werten von ζf,sl > 0,2 [−] sind die Vera¨nderungen gegenu¨ber der Si-
mulation SF3 gering. Die Fasern sind stark in der Betonmatrix integriert und die
Verbundwirkung hat einen geringen Einfluss auf das Nachbruchverhalten.
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Bild 5.14: Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe fu¨r faserversta¨rkte UHPC-Wu¨rfel mit
Auszugbedingung
Fu¨r Simulation SF3A3 ist der erste Spannungsabfall beim initialen Aufreißen des
Betons gro¨ßer als bei den Simulationen mit sta¨rkerem Verbund. Die Spannungsspit-
zen durch das ruckartige Aufreißen des Betons verursachen einen Auszug vereinzelter
Fasern, sodass auch die nachfolgende Wiederbelastung mit geringerer Steifigkeit er-
folgt. In Abbildung 5.15 sind die Faserzusta¨nde zum Zeitpunkt t2 = 1,33 [s] fu¨r die
Simulationen SF3A3 und SF3A4 dargestellt.
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SF3A3: ζf,sl = 0,02 [−] SF3A4: ζf,sl = 0,05 [−]
Bild 5.15: Zusta¨nde der Fasern bei t2 = 1,33 [s]
Der Schlupf s ist bei der Simulation SF3A3 deutlich gro¨ßer, da die Kra¨fte in den
Fasern die maximale Kraft fsl,max wa¨hrend des Plastifizierens erreichen und die Fa-
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ser ab diesem Zeitpunkt sehr schnell ausgezogen wird. Die lokalen Verzerrungen der
Fasern unterscheiden sich nur geringfu¨gig. In der Simulation SF3A4 sind die lokalen
Verzerrungen in den Fasern gro¨ßer als in SF3A3, da in der Simulation SF3A4 die
globale Spannung σzz nach dem Spannungsabfall bei etwa gleicher globaler Verzer-
rung εzz gro¨ßer ist als bei der Simulation SF3A3, siehe Abbildung 5.15.
Die Auszugbedingung hat maßgeblichen Einfluss auf das Versagensverhalten des
faserversta¨rkten Werkstoffes. Eine zu schwache Integration der Fasern hebt deren
Wirkung nahezu auf. Eine feste Integration in der Betonmatrix fu¨hrt zu einer guten
Ausnutzung der Werkstoffeigenschaften von Stahl und erlaubt eine hohe Duktilita¨ts-
steigerung des Verbundwerkstoffes.
5.3 Simulation von mehrachsialen Belastungen
Die Simulationen aus Abschnitt 4.5 werden in diesem Abschnitt unter Beru¨cksich-
tigung einer Faserversta¨rkung erneut durchgefu¨hrt. Um den Einfluss der Fasern auf
die Versagensfla¨che unter mehrachsialen Beanspruchungen zu ermitteln, werden zu-
na¨chst die Materialparameter fu¨r die Betonscheiben aus Abschnitt 4.5 beibehalten
und um eine Faserversta¨rkung mit den Parametern der Simulation SF3 aus Tabel-
le 5.1 erweitert. In einer zweiten Simulationsreihe werden die gleichen Belastungen
auch auf Betonscheiben aus UHPC und faserversta¨rkten UHPC aufgebracht. Hier-
zu wird der Elastizita¨tsmodul auf E = 5 · 1010 [N/m2] und die maximal ertragbare
lokale Verzerrung auf εmax = 0,0038 [−] erho¨ht, sowie die Streuung der Steifigkeiten
reduziert. Fu¨r die Faserversta¨rkung des UHPC werden ebenfalls die Parameter der
Simulation SF3 aus Tabelle 5.1 verwendet. Die Versagensfla¨chen der vier Simulati-
onsreihen Normalbeton ohne Fasern aus Abschnitt 4.5 (C), Normalbeton mit Fasern
(FRC), sowie ultrahochfester Beton ohne (UHPC) und mit Fasern (UHPFRC) sind
in Abbildung 5.16 dargestellt.
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Bild 5.16: Versagensfla¨chen fu¨r Betonscheiben mit und ohne Fasern
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Das Verha¨ltnis der ein- zur biachsialen Druckfestigkeit sinkt durch die spro¨deren
Eigenschaften bei ultrahochfesten Betonen leicht, erho¨ht sich jedoch bei einem Fa-
serzuschlag wieder, siehe z.B. CURBACH und SPECK in [16]. Diese Ergebnisse spiegeln
sich in den Versagensfla¨chen von Abbildung 5.16 wieder. Fu¨r die Erho¨hung der Fe-
stigkeiten ist ein geringer Abfall und fu¨r den Zuschlag von Fasern eine Steigerung
des Verha¨ltnisses fc,b/fc erkennbar.
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Bild 5.17: Spannungs-Dehnungs-Verla¨ufe fu¨r einachsiale Zug- (links) und biachsiale
Druckversuche (rechts)
Da die einachsiale Druckfestigkeit durch den Faserzuschlag in der Regel unberu¨hrt
bleibt, mu¨ssen die Zug- sowie die biachsiale Druckfestigkeit gesteigert werden, wenn
sich die Verha¨ltnisse erho¨hen, siehe z.B. PARK ET AL [63]. Die Spannungs-Dehnungs-
Verla¨ufe der Zug- bzw. biachsialen Druckversuche sind in den Diagrammen in Ab-
bildung 5.17 dargestellt. Sowohl fu¨r Normalbeton als auch UHPC bewirkt der Fa-
serzuschlag eine Erho¨hung von ft und fc,b, wobei die Zugfestigkeit in beiden Fa¨llen
nur leicht gesteigert werden kann.
Die Ergebnisse der Zugversuche am FRC und UHPFRC aus Abbildung 5.17 zei-
gen, nachdem sich beim Erreichen der maximalen Spannung der horizontale Trenn-
riss eingestellt hat, noch Nachbruchbereiche in denen eine geringe Wiederbelastung
mo¨glich ist. Das Kontinuum wird zwar wie in Abschnitt 4.4 durch einen horizonta-
len Riss getrennt, jedoch werden die zwei Teile der Betonscheibe durch die Fasern
weiterhin zusammengehalten. Die Ergebnisse fu¨r biachsiale Druckversuche zeigen
neben der Steigerung der Bruchlast eine leichte Verbesserung der Duktilita¨t. Der
Spannungsabfall ist nach einem kurzen duktilen Nachbruchbereich jedoch vor allem
beim UHPFRC weiterhin schlagartig. Im Gegensatz zu den unbewehrten Beton-
scheiben sorgen die Faserversta¨rkungen beim FRC und UHPFRC jedoch fu¨r ein
Zusammenhalten der Struktur nach dem Spannungsabfall. Das Auseinanderplatzen
der Scheiben kann vermieden werden.
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Die Erweiterung des DEM Modells um Faserversta¨rkungen liefert viel versprechende
Ergebnisse. Der Einfluss von Fasern auf hochfeste Materialien, der in der Literatur
durch experimentelle Ergebnisse nachgewiesen ist, kann mit dem DEM Modell gut
abgebildet werden. Die Fasern ko¨nnen die Duktilita¨t des Verbundwerkstoffes erho¨-
hen. Bei Druckpru¨fungen ko¨nnen langsame Entfestigungsbereiche anstelle der fu¨r
UHPC u¨blichen schlagartigen Bruchversagen erreicht werden. Auch bei Zugversu-
chen kann nach dem Einstellen von Trennrissen noch Kraft u¨ber nicht ausgezogene
Fasern u¨bertragen werden. Die Modellparameter fu¨r die Fasern ko¨nnen so angepasst
werden, dass jeder Fasergehalt bis hin zu einem u¨berkritischen Tragverhalten ab-
gebildet werden kann. Eine optionale Auszugbedingung macht das Modell fu¨r die
Anwendungen an unterschiedlichen Fasern flexibel. Verschiedene Verankerungen so-
wie Faserla¨ngen ko¨nnen hieru¨ber beru¨cksichtigt werden.
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6 Zusammenfassung und Ausblick
Die Modellierung von Normal- und Hochleistungsbeton sowie von faserversta¨rkten
Sonderbetonen ist fu¨r das Bauwesen von großer Bedeutung. Auf Grundlage die-
ser Motivation erfolgt in der vorliegenden Arbeit die Modellierung und numerische
Analyse von Beton und faserversta¨rktem Ultrahochleistungsbeton mit der Diskrete
Elemente Methode.
Die Erweiterung der Modellgleichungen der DEM fu¨hrt auf ein Modell zur Be-
schreibung dreidimensionaler Festko¨rper, basierend auf einem Modell fu¨r granulare
Medien. Die makroskopischen Materialeigenschaften ko¨nnen u¨ber einen Vergleich
von Energiedichten analytisch in die Modellparameter u¨berfu¨hrt werden. Die Ent-
wicklung einer verbesserten Einheitszelle von Partikeln in der kubisch dichtesten
Packungslage ermo¨glicht die Modellierung vollsta¨ndig isotroper Werkstoffe unter
großen Verschiebungen und Rotationen bei kleinen Verzerrungen mit der DEM. Die
Aufteilung von Strukturen in Partikel bzw. Berechnungspunkte stellt einen diskon-
tinuierlichen Ansatz zur Lo¨sung eines Kontinuums dar.
Die ra¨umlich diskontinuierliche Formulierung der DEM bietet den Vorteil, dass das
Berechnungsgebiet wa¨hrend der Simulation getrennt werden kann. Ein Versagens-
kriterium fu¨r initiale Kontakte, basierend auf der Begrenzung lokaler Verzerrungen,
ist in das vorhandene DEM Modell implementiert, um das materialspezifische Auf-
brechen bzw. -reißen des Betons zu beru¨cksichtigen. Experimentell erreichte Versa-
gensbilder von Betonscheiben unter mehrachsialer Belastung ko¨nnen mit dem DEM
Modell simuliert werden. Die Beru¨cksichtigung von Faserzuschla¨gen fu¨hrt auf eine
Erweiterung des Modells nach dem Erreichen des Versagenskriteriums. Die physikali-
schen Eigenschaften von Fasern und deren Verbund in der Betonmatrix sind in einem
rheologischen Element zusammengefasst und daru¨ber in das bestehende Modell im-
plementiert. Das Modell zur Beschreibung der Faserwirkung wird aktiv, sobald der
Beton lokal aufreißt. Die Simulation von ultrahochfestem Beton mit Faserzuschlag
liefert viel versprechende Ergebnisse, da die duktilita¨tssteigernde Wirkung von Fa-
sern in der Betonmatrix gut abgebildet werden kann.
Das Modell der vorliegenden Arbeit sowie die DEM im Allgemeinen haben in mehre-
rer Hinsicht Potential fu¨r weiterfu¨hrende Untersuchungen. Die DEM bzw. Partikel-
methoden sind gegenu¨ber FEM verha¨ltnisma¨ßig neue Verfahren, die in den letzten
Jahren deutlich an Popularita¨t gewonnen haben. Viele Modelle werden entwickelt,
um einzelne Pha¨nomene zu beschreiben. Mehrfeldmodelle, die neben den mechani-
schen Eigenschaften auch gekoppelte chemische und thermische Prozesse betrachten,
wa¨ren von großer Bedeutung fu¨r die Ingenieurpraxis und schaffen eine Motivation
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fu¨r weitere Entwicklungen im Rahmen der DEM.
Die Alterung von Beton und damit gegebenenfalls eine Zustandsa¨nderung von Trag-
werken ist eine wichtige Fragestellung. Ha¨ufig sind Simulationen von langen Zeitra¨u-
men erforderlich, um eine Aussage u¨ber den Zustand bestehender Bauwerke treffen
zu ko¨nnen, da die Belastungshistorie sowie Umwelteinflu¨sse beru¨cksichtigt werden
mu¨ssen. Die expliziten Lo¨sungsverfahren in DEM Modellen erfordern in der Regel
sehr kleine Zeitschritte, sodass die Simulation von großen Zeitspannen sehr auf-
wa¨ndig oder unmo¨glich ist. Diese Gegebenheit motiviert die Entwicklung geeigneter
Skalierungsmethoden, um die Zeitschrittweiten entsprechend des betrachteten Zeit-
raumes anzupassen.
Das entwickelte Festko¨rpermodell hat zusa¨tzlich zur Inkompressibilita¨tsgrenze, eine
weitere Obergrenze fu¨r die Querdehnzahl ν. Die Grenze ist abha¨ngig von der ge-
wa¨hlten Packungslage, den Randbereichen des Modells sowie der Beru¨cksichtigung
von Rotationsfreiheitsgraden. Um die Methode allgemeingu¨ltiger und anwendbar fu¨r
Materialien mit ν > 0,2 zu machen, ist eine Erweiterung des Modells von großem
Interesse.
Die implementierte Bruchbedingung kann fu¨r Beton nur einen eingeschra¨nkten Be-
reich an Kombinationen von Druck- und Zugfestigkeiten erreichen. Die Versagens-
mechanismen der DEM Struktur sind fu¨r unterschiedliche Belastungen nicht unab-
ha¨ngig. Da durch die Formulierung der DEM lediglich der Verzerrungszustand in
Kontaktnormalenrichtung bekannt ist, ko¨nnen die einzelnen Bruchlasten fu¨r ver-
schiedene Belastungen nicht getrennt anhand von Parametern angepasst werden.
Fortfu¨hrende Untersuchungen zu erweiterten Versagenskriterien ko¨nnten eine Ver-
besserung des Modells ermo¨glichen.
In der ingenieurpraktischen Anwendung ist von hoher Bedeutung, den Berechnungs-
aufwand klein zu halten. Eine effiziente programmtechnische Umsetzung ist dafu¨r
unabdingbar. Neben einer Optimierung des Programmablaufes wa¨re eine weitere
Parallelisierung der entwickelten Software von großem Mehrwert.
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Anhang A
Kuc =

Kˆ1 0 0 0 Kˆ2 Kˆ3 0 0 Kˆ4 0 0 0 0 0
Kˆ5 0 0 Kˆ6 Kˆ7 Kˆ4 0 0 0 0 0 0 0
Kˆ8 0 Kˆ2 0 Kˆ9 Kˆ7 0 0 0 0 0 0
Kˆ10 Kˆ6 0 0 Kˆ3 Kˆ9 0 0 0 0 0
Kˆ11 Kˆ9 Kˆ3 Kˆ4 Kˆ7 0 0 0 0 0
Kˆ11 Kˆ2 0 Kˆ6 Kˆ7 Kˆ3 0 0 Kˆ4
Kˆ11 Kˆ6 0 0 Kˆ9 Kˆ4 0 Kˆ7
Kˆ11 Kˆ2 0 0 Kˆ3 Kˆ7 Kˆ9
Kˆ11 Kˆ9 0 0 Kˆ4 Kˆ3
Kˆ8 0 0 0 Kˆ2
sym Kˆ10 0 0 Kˆ6
Kˆ1 0 Kˆ2
Kˆ5 Kˆ6
Kˆ11

Kˆ1 =

kˆ8 kˆ2 kˆ1
kˆ2 kˆ5 kˆ6
kˆ1 kˆ6 kˆ7
 , Kˆ2 =

kˆ15 kˆ16 0
kˆ16 kˆ15 0
0 0 kˆ20

Kˆ3 =

kˆ19 0 kˆ17
0 kˆ21 0
kˆ17 0 kˆ19
 , Kˆ4 =

kˆ18 kˆ13 kˆ13
kˆ13 kˆ9 −kˆ5
kˆ13 −kˆ5 kˆ9

Kˆ5 =

kˆ8 kˆ3 kˆ4
kˆ3 kˆ5 kˆ6
kˆ4 kˆ6 kˆ7
 , Kˆ6 =

kˆ15 −kˆ16 0
−kˆ16 kˆ15 0
0 0 kˆ20

Kˆ7 =

kˆ19 0 −kˆ17
0 kˆ21 0
−kˆ17 0 kˆ19
 , Kˆ8 =

kˆ8 −kˆ3 kˆ4
−kˆ3 kˆ5 −kˆ6
kˆ4 −kˆ6 kˆ7

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Kˆ9 =

kˆ18 −kˆ13 kˆ13
−kˆ13 kˆ9 kˆ5
kˆ13 kˆ5 kˆ9
 , Kˆ10 =

kˆ8 −kˆ2 kˆ1
−kˆ2 kˆ5 −kˆ6
kˆ1 −kˆ6 kˆ7

Kˆ11 =

kˆ10 0 kˆ14
0 kˆ11 0
kˆ14 0 kˆ12

kˆ1 = +
1
4
kn +
√
2
8
ks − (2 +
√
2)
8
kt , kˆ2 = −1
4
kn +
(2 +
√
2)
8
ks −
√
2
8
kt
kˆ3 = +
1
4
kn − (2−
√
2)
8
ks −
√
2
8
kt , kˆ4 = −1
4
kn +
√
2
8
ks +
(2−√2)
8
kt
kˆ5 = +
1
2
kn +
7
8
ks +
1
8
kt , kˆ6 = −1
4
kn +
1
8
ks +
1
8
kt
kˆ7 = +
1
2
kn +
1
8
ks +
7
8
kt , kˆ8 = +
1
2
kn +
1
2
ks +
1
2
kt
kˆ9 = − 1
4
kn − 1
8
ks − 1
8
kt , kˆ10 = +2 kn + 2 ks + 2 kt
kˆ11 = + 2 kn +
7
2
ks +
1
2
kt , kˆ12 = +2 kn +
1
2
ks +
2
7
kt
kˆ13 =−
√
2
8
ks +
√
2
8
kt , kˆ14 = +
√
2
2
ks −
√
2
2
kt
kˆ15 =− 1
4
kn − 1
4
ks , kˆ16 = +
1
4
kn − 1
4
ks
kˆ17 =− 1
4
kn +
1
4
kt , kˆ18 = −1
4
ks − 1
4
kt
kˆ19 =− 1
4
kn − 1
4
kt , kˆ20 = −1
2
kt
kˆ21 =− 1
2
ks
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v =

u1x
u1y
u1z
u2x
u2y
u2z
u3x
u3y
u3z
u4x
u4y
u4z
u5x
u5y
u5z
u6x
u6y
u6z
u7x
u7y
u7z
u8x
u8y
u8z
u9x
u9y
u9z
u10x
u10y
u10z
u11x
u11y
u11z
u12x
u12y
u12z
u13x
u13y
u13z
u14x
u14y
u14z

=

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1
1 0 0
0 1 0
0 0 −1
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1
0 0 0
0 0 0
0 0 −1
0 0 0
0 1 0
0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 −1 0
0 0 0
−1 0 0
0 0 0
0 0 0
−1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 −1 0
0 0 1
−1 0 0
0 −1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 1

u7xu6y
u14z
 = Tvred (6.1)
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